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ОБОБЩЕННЫЕ 6R ST - СУПЕРСИММЕТРИИ 
В.Абрамов 
Лаборатория прикладной математик* 
Супере июмтриями в физике называют такие преобразова­
ния, которые чётные величины переводят в нечётные и наобо­
рот. Замечательную роль, как отмечено в недавнем обзоре Гб], 
играют суперсюшетрии в квантовой теории. Квантовое эффек­
тивное действие 5^ для калибровочного поля включает в 
себя, помимо ̂ классических полей ajxi антикоммутирущие 
поля с.(х), с се) называемые "духами" Фаддеев&-Попова. Дей­
ствие неинвариантно относительно калибровочных преоб­
разований (х)—> алсх-) gw -h qcx.) g(oc) , где 
е 0J н - группа калибровочных преобразований.Од­
нако, существуют преобразования, которые нетривиальным об­
разом перемешивают обычные классические поля аА(з) и "ду­
хи" Фаддеева-Попова с"сос)/ с cx) и относительно которых 
действие S инвариантно. Подобные преобразования носят 
название ßR ?> т - суперсимметрии (6ecc/ii-Rou.et-5tora-
- Tj at L n )( [?1 , [ Ю] ). С помощью ßRST - суперсим-
метрий, используя функциональную замену переменных в произ­
водящем функционале для функций Грина, можно получить аль­
тернативный вывод обобщенных тождеств Уорда. Кроме того,как 
показано в работе [9] , постулированные априори, fcRST и 
6 R S Т - суперсимметрии позволяют получить наиболее общий 
вид перенормируемого лагранжиана. 
Цель данной работы заключается в том, чтобы с помощью 
развитого автором в работах [ I] , [ 2 ] геометрического 
аппарата суперпространства связностей Sup Ol дать гео­
метрическую интерпретацию физическим величинам таким, как 
, Б Я £>Т и & Я & Т - суперсимметрии и с помощью 
этой интерпретации прийти к естественным, с геометрической 
точки зрения, обобщениям. Учитывая то, что развитый на ос­
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нове 6 Я ST - суперсюметрий ßRST -формализм исполь­
зуется в настоящее время для квантования полевой теории 
струн и суперструн, то есть тех творя!, которые вполне ре­
ально претендуют на построение объединенной теории поля,его 
геометрическая интерпретация и следующие оттуда выводы мо­
гут сыграть немаловажную роль. 
Первый параграф данной работы носит вводный характер. 
В не* коротко описано строение суперпространства связностей 
Su-jd Ol , строение бесконечномерной алгебры Грассмана-Бе-
резина или 6 В - алгебры "7 и дано описание ,BR5T -
суперсюметрий в терминах Suf> (7t . Более подробное изло­
жение этого материала можно найти в работах Г11 , [ Zl . 
Во втором параграфе используется понятие грассманова 
аналитического продолжения некоторой чётной функции (Гб1)  ,  
позводящее распространить эту функцию с базы супермногооб­
разия на все супермногообразие. За функцию на базе берется 
классжческое действие для калибровочного поля Sd , опре­
деленное как функционал на пространстве Ol всех связно­
стей данного расслоения Р( М, 6) . Пространство (71 .пос­
ле выделения в нем неприводимых связностей, имеет структуру 
главного расслоения, причем структурной группой является 
группа калибровочных преобразований 0] . Фиксация калибро­
вки на геометрическом языке означает локальное сечение в 
расслоении 01 . Показывается, что если £>^1 продолжить 
вдоль слоев действия (Л на все £и^> (Л. , то полученная 
функция совпадает с 9 , ограниченным на сечение, за­
данное калибровкой. 
В третьем параграфе разработана техника, позволяющая 
обобщить ЬЯ&Т - суперсимметрии как векторные поля на 
£>u_pOl. При этом сохраняется важное свойство нильпотент­
ности этих суперсимметрий. Кроме того, показано возможное 
расширение БR.5T - супералгебры Ли. 
5 I. Суперпространство связностей Su^b CK и 
его структура 
При построении суперпространства Sujз (Л за основу 
берется определение, данное в работе ГбЗ , то есть исполь­
зуется подход Березина-Лейтеса. Существует еще несколько 
подходов к определению супвркногообразня (см. напр. Г И 1 , 
[13] ), которые имеют небольшие разлитая топологического 
характера. Два главных объекта, из которых строится супер-
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аиогообразиэ, это его базовое, обычное многообразие я ал­
гебра Граесыана. 3 данной работе оба эти объекта бесконеч­
номерны и поэтому из всех возможных подходов выбран подход 
Березина-Лейтеса, как единственно пригодный пока для этого 
случая. 
Коротко опетем базовое многообразие и алгебру Грас-
смана, необходимые нам для построения (Л . Цусть 
р ( м, ) главное расслоенное пространство с базой М и 
структурной группой £) . Множество 01 всех связностей 
данного расслоения Р является банаховым пространством 
после введения соответствущей нормы и пополнения по ней 
(см. [ 12] ). Точку пространства (Jl будем обозначать че­
рез а . В некоторой локальной тривиалжздцжи расслоения 
Р ( М, 6) её можно рассматривать как набор функций 
а= } * , где к= cLm Мгл(=Ис М и при выбо­
ре базиса алгебры Ли G группы 6 соответствующий 
набор можно записать в виде { » где 
* = cL'n, 6 . На банаховом пространстве Cli действует 
группа калибровочных преобразований 0J . Если связность 
рассматривать как правоинвариантную I-форму О- на Р и 
элемент g группы как автоморфизм расслоения Р, со­
храняющий слои, то действие О) я» Й запишется в виде 
а = <х (I.I) 
В записи через локальные коэффициенты (I.I) дает 
известное калибровочное преобразование 
аул.; з yw а̂ л.) <нз.) + . (1.2) 
Порождаемые действием (IЛ) операторы юфтитезимальных 
калибровочных преобразований имеют вид 
т Ъ ('/!*'„) • (1-3) 
где - ко вариантная производная и индекс А = _х ; 
объединяет дискретный индекс v = ц, _. ., 6 и непре­
рывный -х t М • Операторы (1.3) удовлетворяют соотношению 
[ТА, Т6]= <ЙТС (1.4) 
Относительно строения второго объекта бесконечномерной 
алгебры Грассмана сошлёмся на работу [ I 7 , где дано опреде­
ление грассмановой алгебры со скалярным произведением и ин­
волюцией и её реализация через пространства функций,и на ра­
боту [ 2] , где дано обобщение её реализации на случай се­
чений векторных расслоений. В работе [2] подобная алгебре 
носит название €j 5 -алгебры. Здесь же отметим, что произ­
вольный элемент ^ t -У & 6 -алгебры можно записать в вн-
Дв 
4=Z Vc('or,)A l\cUr) С<у,)л...лс(^)сис^ ,(1.5) 
где "у с*(х), саС^) - инволютавные образупщие алгебры 'Ч , 
значок а обозначает умножение в -У $ у^ 
- локальная запись адра оператора, действующего'на сечениях 
векторных расслоений £ ' и £** , где £ = P*G§ , 4* 
сопряженное к £ расслоение и £'= £* ® . . ® £* ( р раз). 
Используя в дальнейшем парный индекс А = С< х ) . можно 
(1.5) переписать в виде 
Л Г— « А1 * *г <7" „ 6, 6% /т ft \ 
f  =  IС  Л .  Л С  < . А , ; е , . . а % с  А . - л  С  ^  .  U . 6 )  
В алгебре -У определены вариационные производные по 
образущим cf Лг f/fc" , cf =. сГс ®. Определение этих 
производных (см. [31 ) аналогично конечномерной алгебре 
Грассмана, с той лишь разницей, что по непрерывному индексу 
используется вместо символа Кронекера дельта-функуля Дирака. 
Определение I.I. Банаховым суперпространством связно­
стей Suf Oi назовём пару f Ol, С (Suup Oi)}, где C(5u^ Ol) 
- комиутагавная супералгебра (см. [6l ) гладких функционал 
лов на (71 со значениями в G 6 -алгебре У , то есть 
C(Su^> OL) = С (А) ® Л/ I где C((7l) - пространство гла­
дких функционалов на Qt. 
Согласно (1.6) функционал на (Л , то есть элемент 
С [Suj> &L ) в общем случае имеет вид 
I— v 4 * Д i * *> /> fiV /т г, \ 
Д " ( а .  С  С )  =  )  ,  С  д . .  л  С  - Г  С .  л . .  А  С  ,  *  '  
м! Ау,; в,-. ä«j, 
где 5^ (у. в 6 (- С ((TL) . Несложно убедиться в том, 
что описанное вьвб построение позволяет интерпретировать 
квантовое эффективное действие ^>4(- Qjl л SFP, где 
Sa. - классическое действие для калибровочного поля, 5^ -
член фиксирующий калибровку, 5Fp - член, содержащий "ду­
ховые" поля, как чётный функционал на 5^ (7t . Действи­
тельно, если мы запишем через двойной индекс в виде 
*=>41 = ̂а£а| +" - С е , (1'8) 
где = Л сх) - вспомогательное поле, ^ - беэразмер-^ 
ный параметр, äVj - .!%ч(а/а) - калибровка, ( Я j 
и с А, С 6 - "духовые" поля, то непосредственно убежда­
емся в том, что Sимеет частный вид функционала (1.7). 
При этом "духовые" поля отождествляются с нечётными коорди­
натами с", с 6 и калибровочные поля со связностями рас­
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слоения Р  (М, G ) .  
Кроме того, изложенное вше построение, позволяет дать 
геометрическую интерпретацию ß RS Т - супереимметрж!. 
Записав е> Я & Т - суперсимметрмю через вариационные про­
изводные алгебры 
, а * 6 , Ä - д/ Л) 
j ow l  ̂ 6 d-- ( i4 & 6 ,  c 6 Ac 6 )d-  ,  (1 .9 )  
и &RST - суперсимметрию 
äÄ= сАт-(j 4I' слс<f + I ict (I-И) 
непосредственно убеждаемся в том, что они индуцируют век­
торные поля на Ct . Для векторных полей (1.9) и (1.10) 
выполняются соотношения 
о, «-115 
и они образуют супералгебру Ли 
IX -[5)*Jõ"] = 0, (I.I2) 
Векторные поля со свойством (I.I2) называются ( Гб] ) ниль-
потентными. Супералгебру Ли, образованную полями X)6 и 2г" 
обозначим через Ä«c6ftSTCCSu^ (7t-). 
§ 2. Грассманово аналитическое продолжение 
классического действия 
Пусть T(cuj является функционалом на банаховом прост­
ранстве Gl , то есть Т(О-) ( с С (К) - Если (с*, с) -
семейство четных функционалов 6 6 -алгебры -У , то по 
определению (см. £б] ) сопоставим функционалу ?(<U чет­
ный функционал 7 fa, с* с; <• CL) следующим образом: 
%>. с* c»=9(at ̂дбе'.о) = %».) t У7к, V л... лТА.'' . (2-1) 
„ F 1^7» <4, '• "ах. '' ' 
Четный функционал ><<,. с*. <у ' называется грассмановым 
аналитическим продолжением функционала 7(<ч. 
Рассмотрим подробнее, отмеченную вше, структуру бана­
хова пространства связностей Ot , которое служит базой для 
суперпространства (ТЕ . Действие группы калибровочных 
преобразований CJ порождает фактор-пространство Cl / (7J , 
точками которого являются классы калибровочно неэквивалентных 
связностей. Уравнение Л Ас«ч> - -Я '(л;; у = 0 задает лока­
льное сечение в фактор-пространстве (710. Пусть К с (7t „ 
подпространство, являщееся областью определения 
сечения <г^ f определяемого калибровкой А <«-), то 
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есть 6R IL -* f>~1 {11) с Ol , где p - проекция, сопо­
ставляющая каждой связности at й её класс по действию Pj. 
Если a* t IX , то бд(а*) является связностью, ко­
торая тождественно удовлетворяет уравнению 
(<гд (а*)) = О . (2.2) 
Описанная вше структура пространства Ol позволяет 
ввести в области р'\Ю а Ol локальные координаты.Ес­
ли a е р'' Си) , то a = (öÄ = £(a.), , где a=<rR°j>ia^. 
Обозначим бя- = а с • Отметим, что эффективное дейст­
вие 9«^ на сечении <гй имеет вид 
^ = + еАйла(^ с*, (2.3) 
то есть на локальном сечении Од , индуцируемом калибров­
кой, исчезает член . 
Из формулы (2.3) следует, что квантовое эффективное 
действие, ограниченное на , строится с помощью двух 
функционалов, заданных на Ci: , - это Sj (о и Л4(сд 
С другой стороны, четный функционал на Cl. 
Поэтому естественно попытаться найти такой функционал на 
ОС с помощью 9 о/ и .%А , который после его грассма-
нова аналитического продолжения приводил бы к €> вида 
(2.3). Чтобы его построить, предположим, что существует ло­
кальный функционал R(o-) е С (Cl) , удовлетворяющий 
условию 
Т А(Д (сч)= Я (о.) . (2.4) 
Рассмотрим функционал S, 
заданный на области f>~' (Ы) в локальных координатах, о 
которых шла речь вше. Его грассманово продолжение вдоль 
слоя действия группы и дает нам вид квантового эффек­
тивного действия (2.3). Прежде всего, найдем грассманово 
продолжение функции Cl* —• СЧ. действия груп­
пы Су на <71 . Пусть Т Ас" есть приращение коор­
динат g , где X , У некоторые нечётные параметры. 
Тогда 2 
t 2-5 )  
Теперь выпияем грассманово аналитическое продолжение 
функционала 0̂(<su z и положим -ч = е . Имеем 
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S0 [ <y+ ^c*+ > AkVc']: 
8 H 
= 6°(аД)-h" Л 5c6) - ̂  fi^t, АХслс 5]= (2.6) 
= M v"Vc ЛС = 5 to" )*T(5„ХдсЬ* 5C 6 )*  C6TT(SJC\a.  
<fa* Ja*- ^ ^ 3 r° 
Но по определению функционала 6-, имеем S„ ( a*. ) — 
= £>cf (a*. ) . Кроме того, в ему инвариантности класси­
ческого действия 5 j (aj относительно калибровочных пре­
образований имеем т°(^о) = О . . Итак, окончательно 
грассманово продолжение (2.6) можно переписать в виде 
£d (a.; + с6' я а/б(4.; с6 Л X . (2.7) 
Нетрудно убедиться, сравнив (2.7) и (2.3), что грассма­
ново продолжение функционала £><. вдоль слоев действия 
группы Oj совпадает с квантовым эффективным действием, 
ограниченным на сечение <5 $ . 
5 3. Векторные поля на Su^. 0[ и обобщенные 
Е> RST - суперсимютрии 
Выделим в супералгебре Ли всех дифференцирований 
£): C(^o-f C7l) —> С (Gu^> Ql) подалгебру дифференциальных 
операторов вида 
, е- 1' 
где 
JQ = 5"(С 1 + ф W (f + CV j <f (3.2 ) 
А, fi (X^ А,. Л, а 
причем коэффициенты в вьфажении (3.2) при операторах 
d/dacr , <У z d являются функционалами на C(Su_£ Cfl)z 
зависящими от }>-<• i параметров и Ц-={а^ е' cÄ } • Опера­
тор вида (3.2) назовем векторным полем от р параметров на 
Cl . Структура пространства (Л позволяет выделить 
подалгебру супералгебры Ли операторов вида (3.1). Рассмотрен 
пространство операторов вида (3.1), для которых 
jü - 7<>) т <Ь (t) б +- <» <г (з.з) 
*'-Äf А- Лс а А о д 
С 
где Т - операторы инфинитезимальных калибровочных преоб-
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разовым*, порозденные действием OJ на (TL . В силу со­
отношения (1.4) пространство операторов вида (3.3) является 
супераягеброй Ли, которую обозначим через С. ( с>и.р Ci) 
Пусть некоторый элемент С Gl ) . Вектор­
ные поля из ßw. С.(Ьи^> Jt) ; для которых выполняется 
соотношение 
Ä(S)-0, (3.4) 
образуют подалгебру ̂в -й-vt. ̂  С Ot ) , которую обоз­
начим через iftet С (^u^, Oiy. Ввделенная с помощью соот­
ношения (3.4) подалгебра разлагается в прямую сумму 
<Ckx C(Su^) (К) = Zkte C(Smf} (7t)© C(S«_^> OtJ (3.5) 
соответственно чётных и нечётных векторных полей. Суперал­
гебру Ли Аел. C(St<4> Ct) будем называть 6RST - су­
пералгеброй данного функционала 5 , если Jtat* c(S^ cl) 
коммутативная супералгебра Лм. Из 5 I следует, что 
<ß«x. С fflj с ^ С Ct j . Дальнейшее 
изложение посвящено исследованию JD-vt С (ž*-^ (7t) , 
Предложение 3.1. Векторное поле & принадлежит 
(Юо-Л*^ С (7t J тогда и только тогда, если его коэф­
фициенты удовлетворяют соотношению 
_ f (о_; 4 Я («Л *(rl)^ Г0-'« А а, $ . •+ 
А А, А Й, вч, С CA 4 А, &0, Л 
(3.6) 
+ » Ф (а> JU" + (~0 1 ^ iH. а д «R /Ч — О 
где по подчеркнутым индексам произведена альтернация. 
Доказательство заключается в непосредственной подста­
новке выражения поля (3.3) и выражения эффективного дейст­
вия (2.8) в соотношение (3.4). 
Прежде, чем переходить к разрешению соотношения (3.6), 
предположим, что оператор $Лед<м чмеет обратный опера­
тор d вс га.) , то есть 
(R ®->- i Coj = »f to.) . ö. (3.7) 
Ae 6c Ae вс ЛС 
Отметим, что в случае лоренцевой калибровки »то требование 
выполняется (см. С81 X Кроме того, предположим, что век­
торные поля не Su* '7t зависят от вспомогательных, полей 
4д как от параметров полиномиальным образом. Учитывая 
сделанные предположения, можно разрешить (3.6) относительно 
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a Hi s следующий образом: 
Are, S =- Ĉce.) {б«) i ifc. 6' iti ,q . 
Vo.o / 
1~'v с т. ,с,- 4* 
Y. 1-trSI 
а 
i я cb'" + /Лp C(y xuc'- г 
J. 6 6q а, fl, - s,„: ' 2 _fj >4 Й; Л а . б,..б„., 1 
Соотношение (3.8) является рекуррентным• Прежде всего 
рассмотрим конечный результат последовательного решения 
рекуррентного соотношения (3.8), возникающий от первого 
слагаемого, то есть от функционала ? Л«у 
»' Л,- Af ; в, . Ov, 
Из соотношения (3.8) следует, что могут представиться три 
возможности, а именно: I) \ , 2) ,3) t>-> f. Слу­
чай I) интереса не представляет, ибо приводит к нулевому 
функционалу. 
2) Пусть |з < ̂  . Конечным результатом последовательного 
решения рекуррентного соотношения (3.8) в этом случае, яв­
ляются функционалы вида Ф в оХ- а • Положим 
«'= 1 и ^ - произвольное. В этом случае для функционала 
Ф & се, 6V производящим, с помощью соотношения (3.8), 
будет следующий единственный функционал о 6 ^ ? 
причем 
Г-С) V . п _ с 
V («-) = J--J л ф о> (3 9) 
а, 6^, * «с 66r, T6z06, . е,^ • w'y) 
Разрешая соотноеение (3.8) при <= о относительно 
CD 
^»,-v > получим 
(0) (О) 
rtj Я cji У ,<«-) , 
Wv* ̂  (3.10) 
+ Я ̂  х . в ^  • 
Подставляя (3.10) и (3.9) в выражение векторного поля 
(3.3) и вынося ^ , получим первое семейство 
векторных полей 
я /it ,%,t i я ЛсН". (з.п) 
е АС fcfi > С А * A'öV А'С »£' 
Отметем, что в подпространство, образованное этим се­
мейством, входит векторное поле <£>* , соответствующее 
6R.ST -суперсимметрии, то есть J0| <5*2 = <ß\ 
2* 
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С помощью аналогичных вычислений, яа -оотнотения (3.8) 
можно выделить еще два семейства векторных полей »5 ' и 
J0 , соответствующие случаю р > . Они имеют сле­
дующий вид в координатах суперпространства связностей 
4 Кс Ч'е - It«5', И.И) 
(3.13) 
Отметим, что в подпространство, образованное семейст­
вом Ъ с , векторное поле <fiЛ входит лишь при опреде­
ленных условиях на калибровку. Таким образом, семейство 
Л) с играет более фундаментальную роль по сравнению с 
Л*, 
Теорема 3.1. Коммутаторы семейства нечётных векторных 
полей от двух параметров и Ž с и четных векторных 
полей Я о* имеют следующий вид: 
к6,<vo, <w6»:ty*Y6', 
[»с. «*'1 = °/ f»£ , ^ »c', (3.15) 
[*t оУ ta:, <*'J - <w 5се: 
Приведенная теорема позволяет, согласно введенному вы­
ше определению, утверждать, что супералгебра Ли векторных 
полей на Ol , порожденная полями й Л * , 
является fegST- супералгеброй квантового эффективного 
действия. Обозначим её через £кл_й<&1 С <71 ) . При 
этом JDg порождает её чётную часть, то есть 
C_(S.uf Ol) с с (Sû > О.), 
а поле ses* и я* нечётную часть, то есть 
<йос\ИТС($<^. Oi) с ^ С (Su^> Cl) .При этом нечётная 
часть, в силу (3.14), является коммутативной супералгеброй 
Ли. Включение А<-ч.6*ьтС(by Л) с s<srt fl) с 
с С (5iU> Ol) позволяет заключить, что 
найдено расширение супералгебры Svt С (Su-p <Л), обра­
зованной полями 2) и Š , сохраняющее все свойства 6ßS Т-
алгебры, сформулированные на языке теории суперпространств. 
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Generalized 'S Л ST -аиреraymmetries 
V „-/..bramov 
и у Г; ю а г у 
la the present paper the theory of supennanif old.g is 
applied to s, geometrical description of thi> theory of quan­
tized gauge fields. By using the infinite-dImensional Grass-
mann algebra a aupermanifold of connections has been con­
structed. The classical Yang-ЫШв action ia functional on 
the manifold of the connect ruons of a certain principal 
f i b r e  b u n d l e .  A n a l o g o u s l y ,  t h e  F a d e y e v - P o p o v  e f f e c t i v e  a c ­
tion is functional on the supermanifold of connectiona. By 
using the Grassmami analytic: continuation of the claaeical 
Yang-Milla action an effective action has been obtained 
ßR_ c,T - 2> я ST - operators are vector fields on the super-
manifold of connections, whichnullify the effective action. 
The Lie superalgebra of odd nilpotent vector fields ,which 
Include the G> R Ь т - algebra haa been found. 
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ПОЛЯРНАЯ ПЛОСКОСТЬ КАРТАНОВА ПОДМНОГООБРАЗИЯ Kim 
С ПЛОСКОЙ НОРМАЛЬНОЙ СВЯЗНОСТЬЮ 3 Е1гТ1И 
Т.Вировере 
Кафедра алгебры и геометрии 
Подмногообразия М„ с плоской нормальной связностью V-
в евклидовом пространстве Еп привлекали внимание с 1920 го­
дов и изучались многими исследователями (см. обзор с4з).Сре­
ди этих подмногообразий особое место занимают картановы lõi, 
у которых слои главного нормального расслоения 
имеют размерностьm» =Um Мт, т.е. dim в каждой точке 
ос е Mm; другими словами, у которых главные векторы кривиз­
ны , I«1,...,па, линейно независимы в каждой точке зсе Мт-
В с 2 J картановы Мт с плоской V1 исследовались нами 
при т= 2. В нормальном пространстве рассматриваемой в Е5 
была построена пара прямых - так называемых полярно-квазифо­
кусных прямых - расположение которых в тесно свя­
зано с направлениями векторов С;. Вместе с характеристикой 
нормальных пространств - эволютной прямой лежат эти прямые 
в одной плоскости, называемой полярной плоскостью. По вза­
имному расположению этих трех прямых удалось в c2j провести 
некоторую классификацию картановых поверхностей t-\c плоской 
V*- В Es. 
В настоящей статье эти конструкции находят свои естест­
венные дополнения и обобщения на случай картанова подмного­
образия с плоской \7Х в Z r̂,t - Для рассматриваемых Мт 
показывается, что полярно-квазифокусные точки заполняют а 
хажлой полярной плоскости m плоскостей размерности щ-i.Ис­
следуются возможные взаимные расположения этих плоскостей,а 
также относительно эволютной прямой. 
Автор выражает свою искреннюю благодарность проф. Ю.Г. 
Лумнете за многие ценные замечания при составлении этой ра­
боты. 
§ I. Основные понятия, технический аппарат 
Пусть в задано подмногообразие Мт. Оно является 
базой своего касательного векторного расслоения ТИт и нор­
мального векторного расслоения Т-*-Мт со слоями, соответст­
венно, Т:сМгп и T^.Mm в точке ocs мт . К каждой осе Мт при­
соединяется ортонормированный репер \эо,. где { е.} и 
принадлежат, соответственно к ТкМт и "П£мт. Здесь 
и в дальнейшем индексы пробегают следующие значения: 3, Э, 
Х - ; i-.j-.K = И,.. m j •• v2m*1 • 
В деривационных формулах репера 
и?еа > А?к-со^ел 
имеет место со* + со .̂ = о . причем удовлетворяются структур­
ные уравнения 
, 3 Я J J 3 X 3 
WO - to Л CO , duo =• СО А СО . 
те 3* Э ЗС. 
Кроме того, 
coi- о, 
откУда , л л 
иэс у hj = • 
В силу этого 
<&о| - «О* л oot * - ir С <Л 
Следовательно, в расслоениях тмт и TLMm определены связ­
ность Леви-Чивита v и нормальная связность V1 с формами 
кривизны, соответственно 
" ~ £ ̂ÜC ""А СОе , 
й£--£ С 6$. СОкасо1 
Пусть нормальная связность V1 подмногообразия Мт в 
Ez-mt1 плоская, т.е. пусть О . Тогда все матрицы 
и (где 2i*- е. - , е^.е^е Т^Мт) приводимы одновре­
менно к каноническому виду: 
"^Сю К ~ • 
После этого векторы идут в главных направлениях; интег­
ральные линии полей этих направлений - линии кривизны - обра­
зуют на Мт ортогональную сопряженную сеть dl. Главные век­
торы кривизны определяются при этом формулами 
т» С" . l-V-v-n-
Пусть векторы линейно независимы. Подмногообразие 
Мт с плоской V1 в EJjn11 называется тогда картановым под­
многообразием. Репер специализируем так, чтобы линейные обо­
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лочки [em* и СДт] совпадали. Это приводит к 
w^-CV; юГ*'- О, (1Л) 
где в правой части нет суммирования по l . Заметим, что начи­
ная с этого места краткая запись суммирования по латинским 
индексам больше не применяется. 
Путем дифференциального продолжения из (IЛ) получается, 
ЧТО 10 хг р rn"*"** т + . ,т+> С г- , rn•> ir, 
< - kL ̂  + £ k/cv* 
(1.2) 
ix г (О- eo «r - с л +  £ с? ̂  
Z-С^Г/ - (1.3) 
I "1+i* I > „ rnty r-, 
где LCl<. - Lkld и 41к£ симметричны по нижним индексам. В си­
лу линейной независимости векторов к,, - •>из (1.3) сле­
дует, что 
- 2. k^j зеки?, (1.4) 
где = . 
В силу (1.2) и (1.3) получаются теперь следующие дери­
вационные формулы: 
<*5~ - ZL С СО10, 
К ^ 
d-eL - z, <Гчсо* ^ CLcou, (1.5) 
-2. rK(CL-rjcoSrLu± + 
ге^со^, 
где К - Д. к ":^е С = ZL1*'°e £Г = L fe.* е* 
м Ч J. r\L m +^ ' у- к ^n*« > < У j" j ' 
Линейная оболочка главных векторов кривизны kL в точке 
осе Мт называется главным нормальным подпространством 
N^Mm ; вместе с оге Ит оно определяет m-мерную главную 
нормальную плоскость tx, . Направление N™Mm , орто­
гонально дополняющее N^Mm в Т^Мт , будем называть би­
нормальным направлением; оно определяет бинормальную прямую 
r.x.,v:': . 
Плоскость Lx., N^] содержит индикатрису нормальной 
кривизны , которая определяется как множество точек с ра­
диусами-векторами к + Z, v-b"/"Ci. . где единичный вектор 
t" - 5, V e*L вращается свободно в касательном пространстве 
Т, М„, . Индикатриса рассматриваемого Мт является (in-1)-
мерным симплексом, у которого радиусами-векторами вершин к, 
при начале хь М,п являются векторы üL . Индикатриса облада­
ет (m-'i) -мерной аффинной оболочкой , векторное про­
странство которой натянуто на векторы ^ - Щ ̂  + L . Центром 
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кривизны будет названа точка с^, которая лежит на прямой, 
проходящей в Сj через х. перпендикулярно к Ri 3^') по 
той стороне от ас , где находится и точка пересечения с R(J^) 
причем !с^- SJj- k" , где к — расстояние точки к от R(3^) 
(ср. с 2 J и С 5], где бш назван перицентром). 
Специализируя репер в так, чтобы ет», был коллине-
арен к оссд. (т.е. ортогонален к R ) и сонаправлен с 
ним, получим, что все С имеют на ет+1 одну и ту же проек­
цию. и поэтому 
_ (1^6) 
Центр кривизны имеет при этом радиус-вектор х + С*' П̂М 
Как следствие из (1.6) получается, что в матрице 11 
все определители (т--1) -го порядка S™1"1 , являющиеся алгеб­
раическими дополнениями элементов , равны между собой и 
отличны от нуля: 
— ( 1 . 7 )  
так как £)?*' = »OlJ"'-
Из (1.2), в силу (1.6), следует, что 
(1*1*1 , . (I Й) 
«-у. - ̂  - О, J + ' 
которые влекут 
-к'Ь 1-5" Лс V*1 i/m« I Xfe ̂ -4, KL,, AX_h - Kv J , 
где - 2,,..., т.. Записывая эти соотношения в виде 
nh 
f-t У .Л"*™'"1 ,/ГП^ V 
R,; к Лк + 2- f?'L "Om*>, = К, ьО 
и рассматривая их как линейную систему .для определения ЛигЬ, 
^ п t е- , , mt-l 
Л-aCCw* (1.9) 
И СОт+: , получим, что 
ft 
Точка уе » радиус-вектор которой 
обладает свойством, что содержится в гt̂  при не­
котором смещении точки ос вдоль M1Ti, называется фокусной 
точкой подмногообразия • 3 случае картанова Мт с плоской 
V1 в фокусные точки заполняют m фокусных плоскостей 
x L̂ размерности m , каждая из которых определяется уравнени­
ем 
1- (1.10) 
Они пересекаются по прямой, проходящей через центр кривизны 
с,, ортогонально к , т.е. параллельно к бинормальной 
прямой  .- ., N1^'] . Эта прямая Исх, = Зх называется 
эволютной прямой. Она является характеристикой семейства 
нормальных пространств | oceMm}- При т-<1 
она совпадает с осью кривизны линии в Е3 . В выбранном репе­
ре она определяется уравнением 
Vem+1 *te^v 
В нормальном пространстве Итз картанова Мт оп­
ределяется гп -мерная плоскость, проходящая через эволютную 
прямую ортогонально к , т.е. параллельно к плоско­
сти R(a!£) ; эта плоскость будет названа полярной плоско­
стью картанова М„, в точке х и обозначается ГЦ. Относитель­
но выбранного репера в Т^(чт плоскость Пх задается уравне­
нием 
• (I.II) 
Полярная плоскость и главная нормальная плоскость 
пересекаются по (m-i) -мерной плоскости, которая 
называется полярно-перпендикулярной 5^ в точке хе Мт • 
Определение I. Картановы Мт в Eim+1 , у которых: I) 
5̂ *0 при всех ; 2) при всех i.,j ; 3) 
•аек*о, ; 4) K^Vo^ rrv ; 5) при каж­
дом фиксированном значении индекса L линейная оболочка 
векторов Ly, , L -мерна, будут названы картано-
выми основного типа. 
Ниже условия этого определения получают свои геометри­
ческие характеристики. Однако, для условий I) и 2) можно их 
дать уже сейчас. 
Пусть &т>1 - о при некотором фиксированном L , -Uitm. 
Это равносильно тому, что в матрице определитель по­
рядка m--i , который получается вычеркиванием первого столб­
ца (с верхним индексом m-н , причем справедливо (1.6)) и I-
го ряда, равен нулю. Если восстановить этот столбец, а этот 
ряд заменить рядом координат (4,0}; о) радиуса-вектора 
проекции точки сх на й(з^) , то вместо этого опре­
делителя имеем его кратное с множителем ft>o . Равенство ну­
лю полученного определителя порядка m означает линейную за­
висимость векторов С,,-- Хгл, ,... , Гт , а это 
есть условие того, что указанная проекция лежит на плоскости 
грани симплекса , противолежащей вершине Kv . Следова­
тельно, условие I) требует, чтобы эта проекция находилась 
вне плоскостей граней симплекса . Заметим, что для кар-
танова Мт существует возможность, что m-i среди , 
I & к «. m , равны нулю одновременно. В этом случае рассмат­
риваемая проекция находится в той вершине kL , которая со­
ответствует условию * О. 
3 *  
1 9  
Исследуем 2) условие определения I. Г.гячные векторы кри­
визны » образуют в каждой точке ссе>1т щ-гран-
ный угол нормальной кривизны i, ir хс С , >, О -, составленный 
из (тч)-мерных плоскостей, каждая из которых натянута на 
m-i векторы с^еди . Из С:- Щ - следует тогда, что 
каждый вектор fc, направлен по нормали к соответствующей 
(m- 'i) -мерной плоскости грани m-гранного угла нормальной 
кривизны в точке хе мт . Значит, условие 2) равносильно то­
му, что все двугранные углы m-гранного угла нормальной кри­
визны отличны от Ц- • 
§ 2 Эволютное подмногообразие и его фокусы 
Эволютным подмногообразием £ картанова Мт в Е^^ 
называется огибающая семейства нормальных пространств 
{ Сзс,Т^ МтЗ I Х6 м4-(ПРи т=:'1 оно СВ°ДИТСЯ к полярной поверх­
ности линии в Ej ), Выше выяснилось, что £ совпадает с объе­
динением эволютных прямых, являющихся характеристика­
ми этого семейства. Следовательно, эволютное подмногообразие 
£ имеет размерность т+1 и ранг m . Так как его касательными 
плоскостями являются нормальные плоскости картанова Мт в 
EirTl+1 , а нормальная связность последнего плоская, то £ 
как погруженное риманово многообразие является локально ев­
клидовым. 
Из результатов С 3 ] следует, что £ как Ын) -мерная ли­
нейчатая поверхность ранга п- должна обладать торсами и фо­
кусными точками (вещественными или мнимыми) на каждой своей 
образующей S^-. Напомним, что называется фокусной точ­
кой для £ , если смещение этой точки принадлежит Sx при 
некотором смещении точки х_ на Мт. 
Предложение I. Эволютное подмногообразие с. картанова 
Мт в ЕЛт+1 , удовлетворяющего условию 3) определения I, 
имеет на каждой своей образующей m фокусных точек <если счи­
тать их с кратностями), которые вещественны и получаются сме­
щениями точки X в главных направлениях на М:т. 
Доказательство^ Фокусная точка \м= <5̂  с радиус ом-век­
тором у- + ч""ё*т+1 tt^,, характеризуется тем, что 
- V ) > t («Ct, > t «£$ ) + 
•г KJUc * коллинеарен к e 1̂+, при некотором 
смещении &£ . Поэтому для нахождения фокусной точки получа­
ло 
ется, в силу (1.4) и (1.9), система 
5" kr,ril> V""' 11 ае^ад* =0 , U L 4 m . 
Так как det , то отсюда t ~ О, 
к = i,...,rrv. Следовательно, смещению ooL<-<M i- вдоль 
одного из главных направлений соответствует фокусная точка 
с радиусом-вектором 
£ - s ,- к™ «г?»«)- 12,1' 
Предложение доказано. 
Замечание I. Этим получено геометрическое истолкова­
ние условия 3) определения I. Это условие равносильно тому, 
что все торсы эволютного линейчатого подмногообразия £, долж­
ны быть нецилиндрические, т.е. должны иметь собственные фо­
кусные точки. 
Точка называется l-той фокусно-квазиэволютной 
точкой, если нормальная компонента ее смещения не выходит из 
при любом смещении точки ос на М^. 
Предложение 2. Все фокусно-квазиэволготные точки карта-
нова Мт в EzjmM , удовлетворяющего условию 5) определения 
I принадлежат эволютной прямой и совпадают с фокусными 
точками эволютного линейчатого подмногообразия с. 
Доказательство^ Пусть точка vj с радиус ом-век тором 
+ принадлежит фокусной плоскости ^ и является 
фокусно-квазиэволютной точкой, т.е.1- 1цЛ^~£)=0 и fe-= О 
при любом смещении <= ТсИт • 
Дифференцирование первого условия дает теперь ^v^-O, 
а это приводит, в силу (1.5), к системе 
Так как имеют место vi .0; и условие 5) определения I, 
то из уравнений второй группы (2.2) следует, что у = Зс +• 
+^""'e|w»ч4"'Сл.., Теперь (1.10) и (2.2) первое уравнение оп­
ределяют именно точку ^ с радиусом-вектором (2.1). Предло­
жение доказано. 
Замечание 2. Так как фокусно-квазиэволготные точки кар­
танова М„ основного типа в совпадают с фокусными точ­
ками на Зх , то фокусные плоскости ^ ̂ , i s к & т совпадают 
с соответственными касательными плоскостями торсов эволютно­
го подмногообразия £,. 
Замечание 3. Если не является подмногообразием ос­
новного типа, точнее, если не удовлетворено условие 5) опре­
деления I, то к точкам ^ могут прибавляться фокусно-квази-
(2.2) 
2 1  
эволютные точки, не являющиеся фокусными точками эволютного 
подмногообразия £ . Например, пусть kj. = 0 , j.*L . Тогда ранг 
системы (2.2) и (1.10) равен 2, т.е. фокусно-кваэиэволютные 
точки заполняют в некоторую плоскость коразмерности I, 
проходящую через ^ . Условия = о L , характеризуют­
ся геометрически тем, что линии кривизны ool=c<6,go<'=.o 
являются геодезическими. 
В дальнейшем, рассматривая картаново М,п основного ти­
па, его фокусно-квазиэволютные точки будут названы, опираясь 
на предложение 2, эволютно-фокусными точками. 
Предложение 3. Каждая эволютно-фокусная точка fi. кар­
танова Мт основного типа в является центром гиперсфе­
ры, с которой соответствующая линия кривизны имеет касание 
третьего порядка, а остальные линии, проходящие через точку 
ее 6 , касание второго порядка. 
При т-2, это предложение доказано в с2з, обобщение по­
лучается непосредственно. 
§ 3 Полярно-квазифокусные плоскости 
Точка у полярной плоскости П^- картанова Мт в Еггп>1 
называются полярно-квазифокусной, если нормальная компонен­
та ее смещения не выходит из при смещении с£х точки 
tee Mm в одном из главных направлений. 
Предложение 4. Полярно-квазифокусные точки картанова 
Мт основного типа в заполняют в кавдой полярной 
плоскости m плоскостей коразмерности I, причем каждая 
из этих плоскостей проходит через соответствующую эволютно-
фокусную точку ̂ . 
Доказательство^ Пусть точка ^ s с радиусом-векто­
ром Н-г является полярно-квазифокусной точкой, т.е. 
кроме (I.II) при cfcc || e"u имеет место ет̂ 1 - о. Тогда 
путем дифференцирования получается из (1.11) следующее след­
ствие: _4 
м, + еЬпм)-(ггЬО' 
Если использовать здесь формулы (1.4) и (1.9) и учесть, что 
при cfö II среди всех со* , лишь ooL отлична от 
нуля, получается, что 
кГ'Чь-С., -1 fi <LhrC,v»-e-n 
<h * 
Следовательно, полярно-квазифокусные точки образуют при 
22 
каждом значении L , где UL^m . плоскость размерности m-i. 
Этим доказано первое утверящение. Второе следует непосредст­
венно из того, что точка имеет, в силу (2.1), координаты 
= О , ̂ ̂ Z, m - Г1К Г1 'Пре^ 0ЖеНИа Д°казан0' 
Полученные tm-v -мерные плоскости в Пх, определяемые 
уравнениями (3.1) и состоящие из полярно-квазифокусных точек, 
будут названы полярно-квазифокусными плоскостями и обознача­
ются через 3>L • 
Исследуем далее возможности для взаимного расположения 
плоскостей 3>Лj3>m) предполагая лить, что все они существу­
ют. Это означает, что условия 3) и 4) определения I заменя­
ются более слабым требованием: 
6) (КГ)а**£ *0, 1 4 к: 4 m . 
Определение 2. Картановы мт в , удовлетворяю­
щие условиям I), 2) и 5) определения I и дополнительно еще 
условию 6), будут названы картановыми Мгп общего типа. Те из 
них, которые не являются картановыми Мт основного типа, бу­
дут названы картановыми Мт общего неосновного типа в 
Предложение 5. У картанова Мт общего типа а > 
удовлетворяющего условию 4) определения I, полярно-квазифо­
кусные плоскости 3>,... 3>т либо имеют одну и только одну 
общую точку, либо имеют одномерное общее направление, неор-
гогональное к эволютной прямой 5^. . Плоскости §>„.,<= 
рассматриваемого Мт не имеют общего направления более высо­
кой размерности; каждые две плоскости 5>; и •§>-„, , не-
, „ &' 0 
параллельны между собой. 
Доказательство^ Рассмотрим (m * т) -матрицу системы 
уравнения (3.1) 
ЬЛ к-™*1 Т"1 j-m+1 
- у -  I а е л  j  
Ž"m к™*** Гm |,ти rm j 
j rrwa. n*i ' * 1 ^rn ^т*1 I 
и обозначим через 5^ расширенную матрицу этой системы, т.е. 
матрицу , дополненную столбцом свободных членов С'-ЕД-и К"'1, 
и-"1*1 
• • • 5 Я *"hTM Кгп • 
В самом общем случае, когда -шпк X- -ian<X= m , плоскости 
Д -9т имеют одну и только одну общую точку. Заметим, 
что это может иметь место и тогда, когда среди величин 
аеи,.. •, аею хотя бы один отличен от нуля. 
Пусть -ихпк. з^<гл • Покажем, что здесь возможен лишь 
случай, когда татеm-1 . Действительно, при допущении 
юп< 3{< т--1 каждые т-1 столбцов матрицы были бы ли­
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нейно зависимы, в частности, и первые m-t из них. Это при­
вело бы к существованию чисел лт> > ̂  - 2,,...; т. , не равных 
нулю одновременно, таких, что К™и(г.лт^С 1̂)=о , •ик&т. 
Отсюда, в силу условия 4), получилос£ бы противоречие с пред­
положением о картановости IX,. 
Равенство acuw m-i геометрически эквивалентно то­
му, что плоскости имеют одномерное общее направ­
ление, направляющий ненулевой вектор которого имеет коорди­
наты Лт> , ̂ - 2.,..., т и ?^гп*л , удовлетворяющие системе 
~ К " * 1  + 0,1^К4ГЯ. (3'2) 
Здесь равенство л1"*1- о привело бы к ранее исключенному 
случаю линейной зависимости между первыми m-i столбцами ма­
трицы.^. Следовательно, О , т.е. общее одномерное 
направление плоскостей не может быть перпендикулярно к 
Ззс . Тогда 
И< к « m, (3.3) 
где уц.т> - (А3лп+,|)'"1лт> при каждом jr 
В частности, возможен случай, когда общее направление 
плоскостей 3>Л > •..; 3>т параллельно к SÄ, т.е. когда все 
= о и . Это равносильно тому, что 
эе^-.-эет = 0. 
Предположение о параллельности двух плоскостей и 
3>. Uil привело бы к соотношениям пропорциональности: 
 ̂ Т ̂ . Т& „ -г-i. W 
~пп+1С1,ж ^-т*) С m̂-ri ®т>11  ̂
как следует из системы уравнений (3.1), причем л-(К"м) КГ/<-
Это дало бы равенство нулю всех определителей (m-i) -го по­
рядка Л™+1 матрицы • н0> в силУ CI-7), это невоз­
можно. Предложение доказано. 
Определение 3. Картановы подмногообразия в Е2т+1 удов­
летворяющие условиям I), 2), 4) и 5) определения I, будут 
названы картановыми Мт главного типа в E2_mt1 . Те из них, 
которые не являются картановыми Мт основного типа, получа­
ют название картановы Мт главного неосновного типа в Е4т,1. 
Среди картановых Ит общего типа в EZm>1 более глубо­
кий интерес представляют те, которые не удовлетворяют усло­
вию 4) определения I. Они будут исследованы ниже. Прежде 
всего покажем, что справедлива 
Лемма. У картанова Мт общего типа в EZmti все коэффи­
циенты К"*4,-., С1 не М0ГУТ быть равны нулю одновремен­
но. 
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Доказательство^ Предположение К™*" = ... = К^™О вле­
чет, в силу (1.9), к оИй-о и = 0 при всех ̂ л-г,..v«n. 
Продифференцировав последние из полученных соотношений внеш­
ним образом, используя (1.4), получим, что 
^екэеемклсое- О. 
Отсюда, в силу условия 6) определения 2 и нашего предположе­
ния, следует, что - о при всех к#£ и ^-2.,...^. 
Это означает, что все определители 2-го порядка матрицы 
включающие элементы первого ряда, равны нулю. По­
лучено противоречие с картановостью подмногообразия NV, об­
щего типа. Лемма доказана. -
Далее исследуем пересечение полярно-квазифокусных плос­
костей 3>,,..., 3v, . Из предложения 5 следует, что у карагано­
ва Мт главного типа в Е п̂+1 случай г\ Ь = ф возможен 
ЛИШЬ ТОГДа, КОГДа tcwiiü т—1 И юпк. 3^ - т.. 
Предполагаем теперь, что п р . Здесь уместно вы­
делить два случая. 
Сперва рассмотрим случай, когда ctim лI 3>к=»0 » т.е.ког­
да пересечением плоскостей 5>1) )является точка, 
которая обозначается через 
Покажем, что если у картанова общего неосновного 
типа не выполняется условие 4) определения I, то ̂  принад­
лежит полярному перпендикуляру тогда и только тогда, 
когда один и только один из коэффициентов К™*1,..., 
равен нулю. В самом деле, из следует, что система 
уравнений (3.1) имеет решение с о • Рассматривая од­
нородную систему 
КГ VXm - I ) - о , 1 * с * m 
видно, что она имеет нетривиальное решение ут*л - fcT, , 
т. , значит определитель этой системы равен нулю. В 
силу картановости Мт тогда один из коэффициентов 
K™+V-> km*1 равен нулю. Обратное очевидно. 
Далее исследуем случай, когда clim п $>к> о , т.е.ког­
да чапк <гп • Справедливо 
Предложение 6. У картанова Мт общего неосновного типа 
в EÄm+/, одна из полярно-квазифокусных плоскостей 
либо I) параллельна к , либо 2) ортогональна к и про­
ходит через центр кривизны (т.е. совпадает с полярным 
перпендикуляром ). Все эти плоскости рассматриваемого Мт 
имеют общее пересечение размерности {.-I , ̂ тогда и 
только тогда, когда среди коэффициентов к™*",... су-
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чествует *j3 , равных нулю одновременно, причем тогда 
Д S^. 
Доказательство^ Среди коэффициентов К"*1 >••, и 
аеЛ,..., зет рассматриваемого хотя бы один равен нулю, что 
доказывает первое утверждение, как следует из (3.1). Если, 
например, к"*1« о , то, в силу (3.1), плоскость 3"с орто­
гональна и Sc и проходит через точку , т.е. J>t - • 
Если существует р равных нулю коэффициентов среди 
Km*1 , ГДв К^<т , ТО ИЗ (3.1) СЛвДувТ, ЧТО 
Kuue - гапк 3( - т-(^-л) , значит, cUm ДЗ«- ' а $ 
плоскостей среди ,...} совпадают с sj; , в силу чего, 
П>кс S^. 
"*1 Обратно, пусть dim Д §>fc- , где 2< ̂  < гг, . Это озна­
чает, что юлк 3^-гошсЗ{-поэтому каждые = 
- т-^з+2. столбцов матрицы 3^ линейно зависимы. 
Анализируем сперва случай, когда эти столбу выбраны из 
числа первых m-i столбцов матрицы 3^ . Каждый выбор опреде­
ляется некоторым набором т-р*а разных значений индекса 
m+ к ; число этих наборов равно . Возьмем один из 
них и обозначим его через А . Пусть индекс а пробегает на­
бор А . Тогда существуют числа , одновременно не равные 
нулю, тая что 
(La^KT-O (3.4) 
при к; = 1,..., т.. 
В области изменения индекса к. выбираем также всевоз­
можные наборы m-jj+г разных значений (число таких наборов 
равно ) и обозначим эти наборы через U, ; здесь 
V--, N 7 где N 
Допустим, что для всех наборов 1Лд имею!' место 
^г. =. о , j- V-vN; где индекс и,? пробегает набор Uj. 
Из этого следует линейная зависимость между теми рядами ма­
трицы Ц ^гп*£ И > индексы которых принадлежат набору А . Это 
противоречит картановости Мт . Следовательно, существует 
хотя бы одно значение субиндекса , когда не более 
чем среди выражений ^ равны нулю. Из (3.4) 
вытекает теперь, что по крайней мере среди коэффициентов 
КГ1, • • •> km""1 Равны нулю. 
Перенумеровав эти коэффициенты, если нужно, можно в 
дальнейвем считать, что k™1 Остается до­
казать, что среди остальных коэф^циентов К? 
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еще один равен нулю. 
Исходим опять из того, что кавдне т-^+2, столбцов матри­
цы з< линейно зависимы. Возьмем теперь эти столбцы так, что 
1) включен столбец свободных членов системы (3.1), но 
предпоследнего столбца матрицы 5^ нет: 
СЕЛЧ* КГ-0 ;14К^, ( 3- 5 )  
2) включены как столбец свободных членов, так и послед­
ний столбец матрицы : 
(Lv^ t%v^kXjKr* - ( 3- 6 )  
где 
С^7*0. (3.7) 
Здесь индексы <s и t пробегают, соответственно, наборы 
m-^+i и rn-j) разных значений в области изменения индекса 
. г 
Учитывая в (3.5) и (3.6), что К™* «= О и 
(см. условия I) и 6) определений I и 2), получается из 
(3.6), что /-"vM= о , значит, нетривиальные из этих зави­
симостей представляются в виде 
КПИ*? - о, f6!u«, о-в) 
( 3-9 )  
Допустим теперь, что при всех Ъ, имеют место 
(ЗЛО) 
£ v>4£ * VmtV̂  -о, 
Фиксируем произвольно некоторый набор для -5, и выбираем сре­
ди последних зависимостей ту, у которой набор для t. содер­
жится в этом фиксированном наборе. Умножая обе стороны полу­
ченных зависимостей (ЗЛО), соответственно, на i?"1""1 и -улт*л 
и суммируя, получается 
L - О, «Л!) 
где t* 1 обозначает то единственное значение индекса <s .ко­
торое отличается от значений индекса t. 
Покажем теперь, что сделанные допущения (ЗЛО) приводят 
к противоречию с картановостью подмногообразия Мт . Вторые 
из соотношений (ЗЛО) покажут, в силу (3.7), (где - 0> 
как показано), что все миноры (m-jn-i) -го порядка матрицы 
И femtj I ' составленные из + 1 последних столбцов и со­
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-о, 
держащие элементы первого рада, равны нулю. Из (3.II) следу­
ет равенство нулю остальных миноров (m-ри) -го порядка, со­
ставленных из этих же столбцов. Действительно, при каждом 
фиксированном наборе для з всеуч1 не могут быть нули, по­
тому, что при уцЛ-о первые из допущений (3.10) привели бы, 
в силу (3.8), к противоречию - о с (3.7) и с 
I) в определении I. Этиуч1 можно перенумеровать так, что 
/4.t+Vo . Если теперь pm+Vo , то (З.И) дает сразу желае­
мый результат. Если v>mv1-o , то следует обратиться к после­
дним зависимостям (ЗЛО), из которых также следует равенст­
во нулю рассматриваемых остальных миноров. 
Итак, при допущениях (ЗЛО) все миноры (m-j>n)-го по­
рядка последних m-p-И столбцов матрицы ц £*^ Ц равны нулю 
и эти столбцы линейно зависимы, что противоречит картаново-
сти подмногообразия мт . Следовательно, в (3.8) и (3.9) по 
крайней мере одно выражение в скобках отлично от нуля и сре­
ди кГ, £>*£-<. m, один равен нулю. 
Отдельно исследуем случай . Тогда число линейно 
зависимых столбцов матрицы 3< равно т-(^-1) + 4 - m >m-i 
и вместо (3.4) выпишем следующие соотношения линейной зависи-
МОСТИ ! чг- ЧГгнаа^Г*0 t .Дт-МТ" w. 
^ + Л / К - ^ I 2J 
В соотношениях (3.5) индекс s пробегает все значения индек­
са - 2,,... ) m , т.е. (3.5) представляются в виде 
к г - о , -  ( 3 - 1 3 >  
Отсюда допущение, что все скобочные выражения равны нулю, 
дает противоречие с картановостью рассматриваемого Кт Зна­
чит, по крайней мере один из коэффициентов среди К™",к^т< 
равен нулю. Обозначим его через = о при фиксирован­
ном I и подставим в (3.12), что влечет, как и выше: 
Xм** = о - Поетоцу остальные соотношения (3.12) примут 
ВИД i/tm< 
Предположение, что здесь при всех j* и имеют место 
О, 
приводит нас к противоречию с условиями (1.7). Следователь­
но, еще один коеффициент среди Kj*", j> i-, равен нулю. 
Предложение доказано. 
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Предложение 6 дает возможность уточнить множество кар-
тановых Мт общего типа в E2mt1-
Дополним условия определения 2 следующим: 
7) топ< 3<; - tcuvic У-m-p + l , Т.е. полярно-квазифокус­
ные плоскости картанова Мт имеют в каждой точке 
ссеМт непустое пересечение размерности 
Определение 4. Картановы подмногообразия, удовлетворяю­
щие условиям I), 2), 5) и 6) определения 2 и еще услввию 7), 
будут названы картановыми Мт генерального типа рода р в 
Е - Те из них при £-1 , которые не являются картановыми 
Мт основного типа, будут названы картановыми Мт генераль­
ного неосновного типа рода 1 в EZm>1. 
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THE POLAR PIA HB OP A CARTA If SÜBMAHIPOLD Mm 
WITH PUT NORMA.L CONIJECTIOH IN 
T.Virovere 
S u m m a r y  
Let Mm be a aubmanifold with flat normal connection 
in . Its second fundamental tensors are si­
multaneously diagonalizable, i.e. 4^.— ^Сч: ' *he normal 
vectors ££ =. "Jj are called principal curvature 
vectors and their linear hull is called first normal 
space . Let dim N-^1 =- rrv , i.e. let Mm be of a Car-
tan type. There exist m focal m -planes ^ with 
normalvectors ^ in each normal (rn + 4)-plane 
The intersection Q \ft<, is the evolute straight line "5^ 
of the aubmanifold M,n , i.e. the characteristic of the fa­
mily of normal ( m-t- 'l'y-planee. For the point <^=15^0 £зг, aT"J 
we have тсс,- -L Sx • The m-plane in ,~T^L(v1fn 1 through 
Sac. orthogonal to , is called polar plane Пх. The 
set of points on the whose infinitesimal displacements 
have normal components on the same П ̂, when DC moves 
along one of curvature lines, constitutes ( m-^planes 
33/!). •. ) 3)П1, which are called polar quaeifocal (m-
planes. 
In this paper focal properties of the evolute regulus 
and possible mutual dispositions of (m-4)-planes 
3>0.,v in Птс are investigate assuming that 
each 3=^ is not ideal. There is proved: 1) in general 
П, 5k. is a point, 2) if , then %y.., фт have 
only one common one-dimensional direction, 3) if ft ^ is a 
[p-i)-plane, 1 < •p< m , then this (^-^-plane lies in 
5̂  = Cx:,  ̂ A preliminary classification of Cart an 
submanifolds Mm in ia given. 
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ГЕОМЕТРИЯ НЕКОТОРЫХ СПЕЦИАЛЬНЫХ КАРТАНОВЫХ 
ПОДМНОГООБРАЗИЙ Мт С ПЛОСКОЙ НОРМАЛЬНОЙ СВЯЗНОСТЬЮ В 
Т.Вировере 
Кафедра алгебры и геометрии 
Настоящая статья является непосредственным продолжени­
ем работы г. 4 1 (см. настоящий сборник), поэтому сразу же от­
метим, что техническая аппаратура, употребляемая в дальней­
шем не повторяется. 
В каждом нормальном пространстве с.зс.,Т^мт1 картанова 
Мт с плоской v1 в E2_mt1 с4з существует полярная плоскость 
коразмерности 1, проходящая через эволвтную прямую 
параллельно к плоскости R(3^) индикатрисы нормальной кри­
визны J". Плоскость Пж содержит m плоскостей 3>л ,• • .^З^аж-
дая из которых состоит из точек, смещающихся в Пх при смеще­
нии точких по соответственной линии кривизны на Мт . Эти 
(т-1) -мерные плоскости называются полярно-квазифокусными. В 
специализированном репере нормального пространства каждая 3>к, 
Н к 4т , представляется следупцим уравнением (см. с4з, 
уравнение (3.1)): 
к Г  U "  С <  - 1 f о .  ю л )  
В с4з уделено внимание картановым Мт общего типа в 
Егт+1 . Основным условием того, чтобы мт было подмногообра­
зием общего типа, является то, что ни одна из полярно-квази­
фокусных плоскостей не является несобственной (см. определе­
ние 2 в L4:). ЭТО означает аналитически, что МТ удовлетворя­
ет условию (aej2- О при всех к - иm ( так как 
описание класса "общего типа" включает и условия 
-Uk<m (см. определение 1 в с4 ]) и юпк I £*у||- m (условие 
картановости Мт). 
В общем случае плоскости •§>„., и к 4 vn имеют единственную 
общую точку называемую полярно-квазиэволютной точкой 
картанова мт. Эта точка обладает свойством, что нормальная 
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компонента ее смещения принадлежит полярной плоскости 
П-,- при любом смещении точких на Мт. Для установления дру­
гих возможных взаимных расположений плоскостей §>к в предло­
жениях 5 и 6 статьи с4j выяснено,к чему сводятся зависимости 
между коэффициентами К™*",. , К™-1 и эеЛ,... , а также 
исследованы случаи, когда некоторые из них равны нулю. 
В частном случае т-2. у картановых Мг с плоской V1 в 
Е5 на полярной плоскости ГТ^. имеются две прямые и 3^ . На 
основе взаимного расположения прямых ̂  и и эволютной 
прямой б,, удалось в сЗз провести некоторую классификацию рас­
сматриваемых поверхностей. Нижепроведенные исследования за­
вершают эту классификацию, но уже в классе картановых Мтоб­
щего типа в Е^т+Г 
Параллельно с этим выделяются подклассы картановых Мт 
с плоской V1 в по наличию специальных сечений разных 
подрасслоений нормального расслоения Т1Мт, параллельных в 
V-Ч В теоремах 1-4 устанавливаются взаимосвязи между класса­
ми, выделенными по указанным двум принципам. 
Заметим, что ссылки на формулы из статьи с4и обознача­
ются в дальнейшем следующим образом: например, формула (I.I) 
из с4з запишется в кратком виде (с4з, I.I). 
§ I. Классификация картановых подмногообразий 
Среди картановых Мт общего типа в Е1гт|т1 предложения 5 
и 6 из статьи с4з позволяют по взаимному расположению поляр-
но-квазифокусных плоскостей §>л> • • • , §>т и эволютной прямой S.̂  
в полярной плоскости выделить следующие классы подмного­
образий: 
Определение I. Через ХгУК3 и ЗС4 обозначаются клас­
сы картановых Мт в ЕЛт1.и , которые характеризуются следу­
ющими условиями: 
дС - картановы Мт главного типа, у которых эволютная 
прямая Зд. проходит через полярно-квазиэволютную точку 
или параллельна ко всем плоскостям , • • > ; 
картановы Мгп главного типа, у которых плоскости 
3> }... j3>m имеют общее одномерное направление, непараллель­
ное и неортогональное к эволютной прямой Sx; 
картановы Mm генерального неосновного типа рода 
1, у которых только одна полярно-квазифокусная плоскость 3^ 
параллельна к эволютной прямой 
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3^- картановы Mm генерального неосновного типа рода 
1, у которых только одна полярно-квазифокусная плоскость 3* 
ортогональна к эволютной прямой S^. 
Другую классификацию картановых Мт в E2-mt1 можно про­
вести по наличию специальных нормальных векторных полей, па­
раллельных в V1 . Указанные в с4з геометрические конструкции 
позволяют выделить следующие подрасслоения нормального век­
торного расслоения : I) главное нормальное подрасслое-
ние NwMm со слоями N^Mm ; 2) полярное подрасслоение 
ПМт ,т-мерные слои которого являются направлениями поляр­
ных плоскостей; 3) эволютное Тгодрасслоение SMm, 2.-мерный 
слой которого над ссе Мт является линейной оболочкой радиу­
сов-векторов ссу точек ^ эволютной прямой S^. 
Векторное поле ^ • т.е. гладкое сечение нормаль­
ного расслоения подмногообразия Mm называется параллельным 
в нормальной связности V1 с5], если его ковариантный диффе­
ренциал равен нулю, т.е. если имеют место 
- о. (i.n 
Определение 2. Через > -Xj- и обозначаются классы 
картановых Мт в Егт+1 , которые характеризуются следую­
щими условиями: 
Хх~ существует параллельное в V1 векторное поле, яв­
ляющееся сечением подрасслоения SMm, причем вектор этого по­
ля не коллинеарен к радиусу-вектору центра кривизны во всех 
точках х е мт; 
Хд- существует параллельное в VL векторное поле, неор­
тогональное к эволютной прямой Sx, являющееся сечением под­
расслоения ПМт; 
3{_- существует параллельное в V1 векторное поле, явля­
ющееся сечением подрасслоения N(/°Mm • 
В остальной части настоящей статьи выясняются взаимоот­
ношения этих классов. Даются также некоторые геометрические 
характеристики их представителей. 
§ 2. Описание классов подмногообразий главного или 
генерального типа 
Обозначим через Х° и JC° пересечения классов Хл и Хг с 
множеством картановых Мт основного типа. Следующая теорема 
является обобщением теоремы 3 из сЗз. 
Теорема I. Классы Х° и совпадают между собой и 
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характеризуются в множестве картановых основного типа 
любым из следующих свойств своих представителей: 
1° эволютно-фокусные точки ^ ,.,., ̂-т совпадают на каж­
дой эволютной прямой Б.,.; 
2° Мт принадлежит гиперсфере; 
3° эволютное линейчатое подмногообразие £ яв­
ляется нормальным (т.е. обладает m-мерным подмногообразием, 
пересекающим ортогонально все прямые ). 
Доказательство^ Пусть МтеЗ<°, т.е. ; тогда 
система уравнений (0.1), 1* <4т , удовлетворяется при 
0,^-2,х..,т и сводится к системе 
C^lVKr+a^aeJ-oH^m. 
Так как она имеет однозначно определенное решение, то 
К " * 1 - к - Л , . . . )  m  .  ( 2 . 1 )  
Обратно, при (2.1) система уравнений (0.1) принимает вид 
- I Т + -0И^4т 
и имеет единственное решение ^"*3* - 0,^, - 2,,.. v - k""1  ̂> 
в силу чего, Sj- , т.е. Mme3C°. 
Пусть MmeXx ; тогда (I.I) удовлетворяется при о, 
2,,-- .,rn , Т.е. 
5 wm4 * I, - О • 
Отсюда, в силу (с4з, 1.4) и (с4з, 1.9) при каждом к-
получается линейная однородная система 
(rVr+Š^aejC^-O^-*,..-
с двумя неизвестными, которая должна иметь единственное реше­
ние, т.е. ранг каждой системы должен быть 1. Для рассматрива­
емых Мт это означает, что имеют место (2.1). 
Обратно, из (2.1) следует Мте 3<° . Действительно, (2.1) 
вместе с (с4з, 1.4) и (с4з, 1.9) влечет 
.«ci-fÄS (2-2) 
и отсюда дифференциальным продолжением получается 
=  ( / I e ß f e , .  ( 2 . 3 )  
В силу (2.1) из системы уравнений (0.1) следует, что 
* С (ет+1 ~ 2Г т̂+л) 
и теперь (2.2) и (2.3) дают 4^-= О* . Поэтому 
значит, сечение žL-x параллельно в v1-. Этим доказано, что 
•X" и J<£ совпадают. 
Пусть имеет место 1°. Тогда в (с4з, 2.1) К"не 
зависит от выбора значения L, lucm , т.е. получается 
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(2.1). Обратно, из (с4э, 2.1) следует при (2.1) 1°, следова­
тельно, 1° является характеристическим свойством для Х° = Ju • 
Из (2.1) следует 2°. Действительно, при (2.1) из вьвпе-
доказанного следует, что является (фиксированной точкой 
и О , значит l^-^ci-corvst . Обратно, если Мт 
принадлежит гиперсфере, то, в силу предложения 3 из с4з, 
последняя является ее единственной соприкасающейся гипер­
сферой, в которую сливаются все m ее соприкасающихся ги­
персфер во всех точках эсеМт , т.е. справедливо 1°, кото­
рое равносильно с (2.1). 
Нормальность эволютного "линейчатого подмногообразия £ 
означает, что уравнение dt + , вытекающее из ус­
ловия о[(аГ+ 4Г',егп+л + , является вполне инте­
грируемым. Путем внешнего дифференцирования из этого урав­
нения с помощью (п4з, 1.4) и (с4з, 1.9) получается 
• te) - О , (2Л) 
откуда следует, что 3° равносильно условию К££чаееа~ О, 
т.е. 3° равносильно с (2.1). Теорема доказана. 
Замечание I. Укажем на неточность теоремы 2 в t2i, где, 
в самом деле, условие 3° не является эквивалентным к двум 
первым условиям для картановых Мт с плоской V1 в E2-mt1. 
Как видно из (2.4), эта теорема справедлива только для таких 
рассматриваемых Мт , у которых К^"ае^о при всех к# £ . 
Замечание 2. В условиях теоремы I эволютаое подмногооб­
разие £-=UMSJC является, как следует из доказательства, ко­
нусом с вершиной ^ , которая совпадает с центром гиперсферы, 
содержащей Мт. 
Примечание I. Классы Хл и совпадают. Осталось пока­
зать, что совпадают подклассы Хл\ картановых мт глав­
ного неосновного типа и ЛСХ\ЗС° картановых Мт, не являющих­
ся основного типа. При этом такой подкласс является предель­
ным случаем класса Х° . Действительно, условие 
ае1» О (2.5) 
равносильно во-первых тому, что все плоскости J,3>m име­
ют общее одномерное направление, параллельное к эволютной 
прямой Sj. , т.е. точка бесконечно удаленная в направле­
нии , как следует из системы уравнений (0.1), и, во-вто­
рых, параллельности в Vх бинормального направления, как 
следует из системы (2.2). Характеристические условия 1° и 2° 
класса имеют место также дня множества рассматрива­
емых картановь™- мт главного неосновного типа. Именно, пре­
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дельный случай 1°-го условия состоит в том, что зволютно-фо-
кусные точки fvvfm бесконечно удалены, как следует из 
(L43, 2.1). Непосредственно ясно, что если 7^-*°° , то гипер­
сфера, которой Мт принадлежит, является соприкасающейся ги­
перплоскостью L3=,"ncMm©N£:>Mm3 (ср. с известным результатом 
Эрбахера сб:). Но условие 3° в этом случае не эквивалентно с 
1° и 2°, так как (2.5) являются лишь достаточными для нор­
мальности эволютного подмногообразия 
Теорема 2. Класс ЗСд содержится в классе JQv 
Доказательство^ Пусть Мте, т.е. существует сече­
ние lj подрасслоения П Мт , параллельное в V1. В выбранном 
репере X'f, +I*"*1«*™ >О поэтому из (I.I) 
получается, что 
(2.6) 
Сделав здесь подстановки из фораул (г4з, 1.4) и (с4з, 1.9) и 
использовав линейную независимость i-форм со" , следует, что 
координаты рассматриваемого вектора удовлетворяют следующей 
системе: 
I гис^-о, икоп. (г.?) 
Это означает, что координаты вектора |составляют решение 
системы (г4з, 3.2) и поэтому определяет общее одномерное 
направление плоскостей . Следовательно, Mme JCZ, 
т.е. Xz . Теорема доказана. 
Примечание 2. Класс не совпадает с классом^. Имен­
но, если Мте 3<2_ , то существует сечение ^ подрасслоения 
ПМт, координаты которого удовлетворяют системе (с4з, 3.2), 
которая совпадает с (2.7) и поэтому дает следствие (2.6). 
Учитывая (С4], 3.3) в (с4з, 1.4) при j-e 1 и сравнивая 
с (с43, 1.9) получаем 
соГ; - £ CJmtt • (2.8) 
 
Здесь формы со"Г* линейно независимы, так как противное пред­
положение приводит к некартановости Мт. 
Дифференциальным продолжением из (2.6) и с .учетом 
(2.8) получается 
К последнему уравнению применяема лемма Картана^ следствием 
чего является, что условия параллельности поля £ не должны 
удовлетворяться. Это показывает наличие подмногообразий 
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Мт£-Хг » не принадлежащих в Л<ж , т.е. 
Примечание 3. Среди множества картановых Мт генераль­
ного типа рода ̂ >1 в E2ilnt1 нет подмногообразий, у которых 
существует параллельное в V1 поле (p-i )-мерных векторных 
пространств, совпадающиеся в каждой точке хеМтс общимty-i)-
мерным направлением полярно-квазифокусных плоскостей 3>,, 3^, 
., ., §>т. Действительно, предположение, что существует 
одномерных линейно независимых сечений 
< , -г- -1,2,, ... , р-1 , подрасслоения ПМт , 
параллельных в V1 и учтение о в U.I) при 
каждом т сводит к однородным системам 
(г КГ-о - Г*С*) 4,-0, . 
Поскольку m-j> уравнений из обеих систем нетривиальные, т.е. 
ранги этих систем равны , то tn-jj среди скобоч­
ных выражений равны нулю. Так как эти выражения из двух сис­
тем совпадают, то как •£> среди коэффициентов К"*", •••> 
К™1,так и у среди «Л,,,,,ает с совпадающими индексами 
должны быть равными нулю, но это противоречит 6) условию оп­
ределения 2 из с 4 л. 
§ 3. Описание классов подмногообразий генерального 
неосновного типа рода 1 
Теорема 3. Класс Хж содержится в Х3. В Кж существует 
подкласс рассматриваемых подмногообразий, обладающих следую­
щими геометрическими характеристиками, эквивалентными между 
собой: 
1° существует семейство линий кривизны, являющихся гео­
дезическими , причем при смещении точки ас вдоль линии этого 
семейства поле направлений соответствующего главного вектора 
кривизны является параллельным в V1 
2° существует семейство линий кривизны, лежащих в 2-
мерных плоскостях. 
Доказательство^ Пусть , т.е. существует поле 
направлений fe , параллельное в v1. Поскольку - q , 
то из (1.1) следует, что Z О , откуда, учитывая 
(с4Л, 1.4) и линейную независимость -I-форм GÖk , получается 
система +. K 
J- Š" 1  -14>C«. r rv .  (3 .1 )  
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Наличие одномерного ненулевого решения этой системы означа­
ет, что "Шпк IlC^j аек1|» т--! , условие которое влечет 
-$l_Q } С -фиксировано, (3.2) 
причем из (3.1) определяется решение условиями 
=  Э ,  Я -  | m t < i =  О; . Отсюда вытекает, что 
Qki при фиксированном L. Учитывание (3.2) в (0.1) пока­
зывает, что плоскость „5^ параллельна к эволютной прямой S , 
т.е. МтеЗ<^ . Этим доказано первое утверждение теоремы. 
Пусть теперь имеет место 1°. Линия кривизны является 
геодезической, если вектор кривизны этой линии не имеет ком­
поненту в Тс Mm. Так как вектор кривизны рассматриваемой ли­
нии кривизны ОО1=-Л4,ОСА=О , ̂ ф L , представляется, в силу 
(с4л, 1.2), в виде 
то эта линия является геодезической тогда и только тогда, 
когда 
ц" = О и*i, i —фиксировано. 
(ср. с cl:). J 
Условия параллельности в V1 поля направлений главного 
вектора кривизны -k^ при смещении точки сс вдоль соответствен­
ной линии cov-<A , со"*- о+ i 
. m + к. m+t гл+-к: р гп+к. mv С 2zn* 4 ^ 
**>1 + ž-ki com+*-AfeI y^-^i * V 
дают, в силу (с4п, 1.2) и (г4з, 1.3), что 
- л Ci. > а?с = о • 
Обратно, подстановка последних в (с4з, 1.5) показывает ис­
комую параллельность. Следовательно, 1° равносильно с 
К* - лСс) lIj  L у ae.=о, i -фиксировано. (3.3) 
Из (l4J, 1.5) следует, что линия oS~=<M,co^o, ле­
жит в плоскости L=c,eu,i^l тогда и только тогда, когда сме­
щения Лё* и сЦ£ принадлежат линейной оболочке С ^ 3 • 
Последнее условие эквивалентно с (3.3), т.е. 2° равносильно 
с (3.3). Теорема доказана. 
Примечание 4. Классы З<3 и 3\ш не совпадают. Действитель­
но, (С43, 1.3) дает, в силу (3.2), 2L о , откуда 
дифференциальным продолжением получается 
Z(MiL +|.-feL com̂ )Au)mtK = 0 
Используя здесь формулы (c4l, 1.2) и (с4з, 1.4), выводятся 
при (3.2) следующие соотношения: 
_ . Л . . ;—"*• "гГ* 
^ ^m+vc ~ j ̂ u  у Т.в. Ki, ** A N-C > 
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r  m + £-p-  К m* -1 
f tLy Ute 
Следовательно, условия параллельности в VL  поля направлений 
|*= ©С- выполняются только при дополнительном требовании 
Lüj * О 1 j#^ т.е. -
Теорема 4. Класс 3<4 характеризуется в множестве кар­
тановых Мт генерального неосновного типа рода 1 любым из 
следующих свойств своих представителей: 
I* одна из эволютно-фокусных точек совпадает с центром 
кривизны сж ; 
2° полярно-квазиэволютная точка ^ лежит на полярно-
перпендикулярной плоскости S4 
Доказательство. Из уравнения (0.1) видно, чтоМтеХ<, 
тогда и только тогда, когда 
О> эес *0 • (3.4) 
Так как центр кривизны имеет радиус-вектор 
- 5? +• tf''em+1 , то из (с4:, 2.1) непосредственно видно, 
что 1° равносильно с (3.4). 
Также непосредственно следует из предложения 6 в с4з, 
что 2° равносильно (3.4). Теорема доказана. 
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THE GEOMETRY OF SOME SPECIAL CARTA* SUBMANIFOLDS Mm 
WITH PUT HORMAL CONNBCTIOR ГН 
T.Virovere 
S u m m a r y  
In thie paper the first classification of general Car-
tan aubmanifolde Mm with flat normal connection in 
given in C43, is detailed in two directions. Pirat , the 
mutual disposition of the polar quasifocal planes 54y-) 
and evolute straight line ^5^ in , allows to distin­
guish four new classes! 3^, 3^,3^ and0^^.The characteris­
tic property e.g. of ОС,, is: Л is a point (perhaps 
ideal) on the The second detailed classification is 
based on the concept of normal vector field ^ > parallel in 
normal connection. Three classes 3^ ) 3^-,5^ are distin­
guished by the characteristic property, that there exists a 
parallel ^ in some subbundle of the normal bundle Т1Мт', 
these subbundles are determined by 'S3c,n-cand N"^. Inter­
relations between two claasifications are investigated. 
Some additional geometrical properties of the aubmanifolde 
Mm of these classes are given. 
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ПОДННОГООБРАЗИЯ ДЮПЕНА-МАННГЕРША И 
КОНУСЫ КЛИФФОРДА В En t a  
Н. Вяльяс 
Кафедра алгебры и геометрии 
11 Введение и результаты 
Подмногообразие Уп  с плоской нормальной связностью в 
евклидовом пространстве Еп+Ш называется подмногообразием 
Дюпена, если его главные векторы кривизны имеют постоянные 
кратности и параллельны в нормальной связности вдоль интег­
ральных поверхностей соответствующих им распределений кри­
визны. 
Здесь главными векторами кривизны мы назовем векторы 
нормальной кривизны Hj, .... 1П линий кривизны рассматривае­
мого подмногообразия; см. §2. 
в [1] доказано, что такие подмногобразия существуют и в 
классе изотермических подмногообразии Vn в &п*т • Изотерми­
ческие подмногообразия Vn в Eni.a являются естественным обоб­
щением изотермических гиперповерхностей в Entl , которые 
изучены в [3]. Они определяются следующим образом. 
Атлас локальных карт на конформно плоском v„ называется 
изотермическим, если в его любой карте 
ds^re 2 e"(du2 t  * ... * du*)' dl 
где в - некоторая гладкая Функция на области этой карты. 
Изотермическим называется конформно плоское подмного­
образие vn с плоской нормальной связностью в конформно 
плоском пространстве Уп+Ш , которое обладает таким изотерми­
ческим атласом, что сеть координатных линий каждой карта 
этого атласа является сетью линий кривизны этого под­
многообразия Vn  . 
Класс изотермических подмногообразии Дюпена Уп  в En fа 
(min-г) с попарно различными главными векторами кривизны, 
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как остановлено в [1], тесно связан с подмногообразиями, 
которые обладают следующими геометрическими свойствами. 
Подмногообразие Vn с плоской нормальной связностью в 
Еп*т > называется подмногообразием Дюпена-Ианнгейна, если 
все его линии кривизны являются окружностями, плоскости 
которых для линии каждого семейства либо имеют общую прямую, 
либо параллельны между собой. 
В частном случае л-J и ш-i гиперповерхности Дюпена-Мав-
нгейма исследовались в [2] и [4); в [3] доказано, что они 
вместе с гиперконусами Клиффорда являются изотермическими 
гиперповерхностями. 
Известно, что л-мерную обобщнную поверхность Клиффорда 
можно построить в гл-мерном евклидовом пространстве Е^п , 
где она принадлежит гиперсфере $гп-1 (см.[5] ). 
Пусть Vn-i является обобщенной поверхностью Клиффорда 
на гиперсфере S2n-j в евклидовом пространстве Егп-г с Цент­
ром в точке с. Рассмотрим теперь л-мерный конус над Уп-1 
с вершиной в точке с и называем его конусом Клиффорда Vn 
в Егп*г . Из него предельным переходом, когда с стремится в 
бесконечность, получается цилиндр Клиффорда Vn в Егп-1 • 
который строится следующим образом, Его направляющая поверх­
ность есть обобщенная поверхность Клиффорда Vn-j , принад­
лежащая гиперплосксти Егп-г в пространстве Егп.t , нормали 
этой гиперплоскости являются его образующими. 
Подмногообразие Vn с плоской связностью в Еп+ш , все 
главные векторы кривизны которого параллельны в нормальной 
связности, называется изопараметрическим (см. [Т), [в]). 
В настоящей статье доказываются: 
Теорема 1. Подмногообразия Дюпена-Наннгейма, конусы и 
цилиндры Клиффорда являются изотермическими подмного­
образиями. 
Теорема г• Для подмногообразия Vn Дюпена-Наннгейма 
следующие условия равносильны между собой: 
I) в каждом из л семеИств окружностей кривизны плос­
кости я тих окружностей параллельны между собой; 
г) Va является изопараметрическим; 
3) Vn является локально евклидовым. 
Предложение 1. При любом из условий теоремы г спра­
ведливо ж-п и подмногообразие Дюпена-Млннгейма является 
)боОшенной поверхностью Клиффорда. 
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Предложение 2. Обобщенная поверхность Клиффорда Vn в 
евклидовом пространстве Е?п является одновременно изотерми­
ческим и изопараметрическим подмногообразием. 
§2. Доказательство теоремы 1 и предложения 2 
1. Докажем предложение 2. Пусть Vn является обобщенной 
п-поверхностью Клиффорда. Известно, что ее можно построить 
в гл-мерном евклидовом пространстве Е^п, где она принадлежит 
гиперсфер? SSn-1 (см.[5]). Выбираем ортонормировании« репер 
в £?„ так, чтобы центр с гиперсферы S^p-i являлся его нача­
лом и базисные векторы ej и ел,j (J-J, .... п) принадлежали 
плоскостям к j , с которыми радиус-вектор любой точки, 
поверхности Уп , составляет постоянный угол S j • 
Произвольный единичный вектор х можно представить в 
виде х- ̂ 2 Г1У1> где 
y i-e icosf>i + en*is i ofi-
"г 
и 23 fj-l. Так как проекция вектора к на плоскость ц^ имеет 
1 - 1  
направляющим вектор xj , то 
<х, У j > z г ̂ - cos ̂ 2 ' с ons t . 
Следовательно, л-поверхность Клиффорда определяете* урав­
нением 
л 
i = i 
где ( - радиус гиперсферы S^D-1 , содержащей V„ . 






являются единичными касательными векторами для ржссмат-
оинаемого подмногообразия. Первая Фундаментальная Форма 
6* 
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dsS -<d~x, dx> имеет вид 
dsS = ?г (cos£eid<PSi+ ... +cosSe„dP?1), 
откуда после замены криволинейных координат Р; криволиней­
ными координатами и^^jcosgj получаем его изотермический вид 
, г .г,. г _ г , 
ds - С (duj* ... *dun). 
Осталось выяснить вид второй фундаментальной Формы при этой 
параметризации. Векторы -- являются единичными нормаль­
ными векторами для поверхности КлиФФорда Vn и образуют 
ортонормальный базис в нормальном пространстве Г" x(Vn). Вто­
рая Фундаментальная Форма в направлений единичного вектора 
/Jj определяется формулой 11 j = -< cfx, dh у > , откуда получается, 
что его матрица И"*1 при параметризации и^PjCos6j имеет 
диагоналный вид 
dlagH"*1; (0, ... , О, fcos~1 в I, О, ... , О). 
Следовательно, обобщенная поверхность КлиФФорда Vn 
является изотермическим подмногообразием в Еп+Ш (т>п). Ее 
изопараметричность следует из постоянства ненулевых эле­
ментов матриц Н"+ 1. Предложение доказано. 
Z. Доказательство теоремы 1 разбиваем на следующие 
части. 
Предложение 3. Конус КлиФФорда Vn является изотермичес­
ким подмногообразием в евклидовом пространстве• 
Докаэательсво. Репер в E^n.g выбираем так, чтобы точка 
с, центр гиперсферы, являлась его началом и базисные векторы 
~еj , (1 - *• •••• n'1) принадлежали г-плоскстям цj. 
Следовательно, такой конус можно представить уравнением 
n-i 
x = rT"yicos0i, 
1 : 1  
где 
~У1 --*1 jSinfi 
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п-1 
и 2D cos Sj-1. Вычислим дифференцал 
i-i 
п-1 
cosв idfi +x„dr, 
i=l 
где векторы 
Xi-~'is>n?l + 'n-t*l cosf>j (i-i, .... п-1), 
п-1 
*n--I2ric o s*j 
i-i 
являются единичными касательными векторами конуса. Первая 
Фундаментальная форма имеет вид 
<аг:*/(cos£e tdvj* ... tcos2e„- id^n. i)*d^, 
откуда после замены параметров Uj-fjcos0j и u„=lnf получаем 
ее изотермический вид 
dsZгу*(du^* ... +du%-j*du%). 
Для конуса Уп нормальными являются векторы 
$1  = -yjCOS6n- t*yn- tCOS61  (1:1, .... п-г), 
которые линейно независимы и образуют базис в Т* x<vn> 
Используя процесс ортогонализадии, можно в нормальном прост­
ранстве построить базис, состоящий из (п-г) взаимно орто­
гональных векторов. Относительно этого базиса матрицы вторых 
фундаментальных форм имеют при изотермической параметризации 
диагональный вид. Предложение доказано. 
Предложение 4. Цилиндр Клиффорда Vn  является одновре­
менно изотермическим и изопараметрическжм подмногообразием 
в (ш>п-1). 
Доказательство. Если выбрать векторы еj , ~еп-1* 1 
(1 = 1, п-1) так, как в докаэательсве предложения 3, и еп 
направить вдоль образующей цилиндра, то его можно предста­
вить уравнением 
~Х:9У.~У,СОЗб,+ г»„. 
1 = 1 
Дальнейшее доказательство проводится аналогично как выше. 
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Предложение 5 .  Подмногообразие Vn Дюпена-Наннгейма 
является изотермическим подмногообразием в евклидовом 
пространстве Entm (tn jn -г ). 
Доказательство. Присоединим к любой точке х подмного­
образия Дюпена-Наннгейма V n  ортонормалъный адаптированный 
репер так,  чтобы его касательные аекторы были направлены 
вдоль главных направлений.  Тогда в  формулах его инфинитези-
мального перемещения 
dx-u^j, dej-ujfäj (I, Jri, ntm) (2) 
имеем Wj+uj rO ,  dw 1  лЫ/r ,  dui j -UjACJ^ ,  и в  данном случае 
г о, ш"-к°^шр (р=1, п; л :п*1, n+m) (3 ) 
(по индексу р не суммировать ! ) .  Нормальные векторы 
~bp=22Kp*a (P-h •••. n) (4) 
а 
называются главными векторами кривизны, они являются 
нормальными компонентами первых векторов кривизны соот­
ветствующих линий кривизны. 
Дифференциальное продолжение системы (3) приводит к 
, (5) 
1tp $/« 
q f f i f  ~ Т *  2 — j 7 ' k '
k/P 
к/Я 
где fpk'-fqk (Р*Ч*Х*Р)- Из (4) следует 
d~jp- (3p~<~ip, ~%р>Ср )о/> + У \ [7 ip($p-% i ) pt~& t it) 
i/P 
где "3р-53лр*« • 
a 
Дальнейшее продолжение уравнений (6) приводит к 
df ЯР :  53 АЯРК^' ( 8  ' 
к 
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Линия кривизны с касательным вектором ер определяется 
системой ш1  г  . . .  1  -иР* 1 : . . . =< jP:0 и вдоль нее ак-е^ и 
dip-- (^.rip^i'lpX^' 
i*P 
0112Г1р*1**р) = -СЦ (Г1р)г+<Яр- 1р>]ерыР* 
1/р 1*Р 
* сZ3 (л1рр+ Ž2 f jp^jp>e 1*лр^• 
i*P J*P 
Так как все линии КРИВИЗНЫ подмногообразия Дюпена-Нан­
нгейма должны быть окружности, то 
Alpp-~Ž2 fjpfjp1  *р-° <9> 
JtP 
при всех значениях индексов. 




У подмногообразия Дюпена-Наннгейма »се плоскости окруж­
ностей кривизны одного семейство либо проходят через Фикси­
рованную прямую, либо параллельны. В первом случае любая 
точка у этой прямой определяется условием, что йу ' не 
выходит из этой плоскости. Так как выходящими компонентами 
могут быть лишь 
?2.vHtj+iT,[-rpjU i+T:r3pK<Jc)ej+*YL TZfpjK^'j. 
J*P JtP jt/J JtP K*p 
где конкретный вид последних коэффициентов не представляет 
здесь интереса, то эта прямая определяется любым иэ 
уравнений 
i-( Tpj*%Ppjj=0 (Jri, p-i, p*i, .... a), 
<rJpK*tPpjK--0 (KtJ; J. Jr.-l p-l.ptl, .... a), 
система которых должна иметь, следовательно, ранг 1. Это 
приводит к тождествам 
Tpj-fpK-lp .  fpt-0 ( 1 1 )  
при J tk; J, K=l, P'1,P*1, .... n. 
47 
Если все плоскости (10) при некотором значении р 
параллельны, то 0е р  должен при любьа смешениях точки х на 
подмногообразии линейно выражаться через ~ер и У. Тipip+iр. 
1 
Это приводит к Тpj-Tpx-Tpt'O, т.е. к частному случаю (11). 
Из (8), (9) и (11) получим, что d 1 р-О (aodbf) и 
поэтому d(22ljWJ)=0. Следовательно, по крайней мере 
локально 22 11ш' ~ае- Далее d(et'up);0. Таким образом, на рас­
сматриваемом подмногообразии v„ существуют такие локальные 
параметры иу, ..., и„ , что -в *dup и следовательно 
ds^;e гв(du* * ... * dun). 
причем Up-линии являются линиями кривизны. 
Следовательно, подмногообразие Дюпена-Наннгейма явл­
яется изотермическим и в силу результата [6] имеет кораз­
мерность a>n-i, так как все главные векторы кривизны попарно 
различные. Предложение доказано. 
Доказательство теоремы 1 непосредственно следует из 
предложении 3, 4 и 5. 
5 3. Доказательство теоремы 2 и предложения 1 
1. Начнем с теоремы 2. Пусть Vn является подмного­
образием Дюпена-Наннгейма в Еп+т . Докажем эквивалентность 
утверждений 1) и 2). Из доказательства предложения 5 сле­
дует, что плоскости окружностей кривизны являются парал­
лельными в каждом семействе, если 1 р=0 при р-1, . . ., п. 
Теперь из (Т ), куда поставлены (11) и ~ар=0, непосредственно 
следует, что подмногообразие Vn является изопараметрическим, 
т.е. 1)*2). 
Очевидно, справедливо и обратное. Эквивалентность ут­
верждений 1) и 2) доказана. 
Покажем, что ПРИ этих условиях имеет место 3). Из (6), 
где 7рк=0, в этом случае следует, что касательная связность 
является плоской, так как Шр = 0. Следовательно, Vn локально 
евклидова, т.е. координаты тензора кривизны равны нулю. 
Для завершения доказательства теоремы надо показать ,  
что имеет место импликация 3)Ф 2) .  
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Известно,  что ненулевые компоненты тензора кривизны 
подмногообразия vn  с плоской нормальной связности в Еп+в  
выражаются через главные векторы кривизны следующим образом 
j -<Hp,1q> (Ptq) (12) 
При 3) все компоненты тензора кривизны равны нулю и из 
(12) получаем, что <ip,7iq>:0 при всех различных значениях 
индексов ряд. Дифференцирование последнего равенства дает 
1 р, ~SpXtf** I q<~iq, - 0, 
откуда получаем, что все 1р=0. Теорема доказана. 
2. Докажем предложение 1. Пусть Vn является подмного­
образием Дюпена-Наннгейма, которое удовлетворяет условиям 
теоремы 2. Такое подмногообразие имеет, по крайнем мере, ж-
мерное нормальное пространство, где а>л. Двумерное направ­
ление, натянутое на векторы ~ер и 1р , инвариантно связано с 
подмногообразием Vn при каждом значении p=i, .... п так как 
dCp:"^p£J^, d~Sр~ р>еpk/1. 
Плоскости, которые определены точкой с с радиусом-вектором 
л .  
~с-~х* 2Z ?j 
iti 
и с инвариантными 2-направлениями, являются неподвижными так 
как dc = 0 при любом смешении вдоль подмногообразия Vn . В 
частности, Vn принадлежит гиперсфере Sn+a-fcEn+B с центром 
в точке с. 
Прямая, которая проходит через центр гиперсферы и точку 
х подмногообразия Vn , образует постоянный угол ß р с каждой 
неподвижной *?-плоскостью. Действительно, проекция это* 
прямой на инвариантную г-плоскость имеет направляющи* вектор 
Tfp и d (costр)-о. 
Следовательно, в терминах эллиптической геометрии рас­




Л и т е р а т у р а  
1 .  В я л ь я о М. Об изотермических подмногообразия: !  в  
конформно плоском постранстве.  Изв.  АН ЗстССР сер.  
Физ.-матем. 1967, 36,  No 3,  с .  2 51-260.  
2 .  В я л ь я с Н. Гиперповерхности Дюпена с голономной 
сетью линии кривизны в Ец .  Уч зап.  Тартуск.  
ун-та.  1966, 734, с .  20-30.  
3 .  В я л ь я с Н.Э.,  Лумисте Ю.Г. Изотермические 
гиперповерхности и трехмерные гиперциклиды Дюпена-
Маннгейма. Натем. зам. 1987, т .  41,  No 5,  с .  731-
7 40 .  
4 .  Л у м и с т е  Ю .  К о н с т р у к ц и я  К э л и - К а т а л а н а  д л я  н е к о ­
торых гиперповерхностей Дюпена.  Уч.  зап.  Тартуск.  
ун-та .  1986,  734,  С.  36-49 .  
5 .  Р о э е н ф е л ь д  В . А .  Н е е в к л и д о в ы  п р о с т р а н с т в а .  Н .  
Наука .  1969 .  
6 .  С И е  n B.-Y.  Ver s t rae len L. A charaKter i -
za t  ion of  to ta l ly  quas iumbl1 ica1 submanIf  о Ids  and 
i t s  appl ica t ions .  Bol l .  Unlone Mat .  I ta l .  1977,  
V .A14,  No 1 ,  p .  49-57;  Erra ta  cor r ige :  Bol l .  Unlo ­
ne  Ma t .  I t a l .  1977 ,  v .A14 ,  No  3 ,  p .  634 .  
7 .  Н а г  1  e  С . E .  I s o p a r a m e t r i c  f a m i l i e s  o f  s u b m a n I f  о  1 d s .  
Bo l l .  Soc .  Bras .  Mat .  1982,  v .13 ,  No 2,  p .  35-48 .  
8 .  S t r o b i n g  W .  I s o p a r a m e t r i c  s u b m a n i f  о  I  d s .  G e o m .  
Dedic .  1986,  v .  20,  No 3 ,  p .  367-387 .  
Поступило 
27 .  X 1987 
DUPIN-MANNHE IM SUBMAN I  FOLDS AND 
CLIFFORD CONES IN 
M. Viljas 
S u m m a r y  
A submani fo ld Vn with f l a t  normal  connect ion in Entm i s  
ca l l ed a Dupln-Mannhelm submani fo ld ,  i f  i t s  fami l ie s  of  cur ­
va tu re  l i ne s  cons i s t  o f  c i r c l e s  whose  p l anes  have  a  common  
s t r a igh t  l i ne  o r  a r e  pa ra l l e l  t o  each  o the r .  
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A submanif old Vn in En*m is called a Clifford cone, if 
V„ project a f/?-Y ;-d imens iona 1 Clifford submanif old Vn-i 
(generalized Clifford surface) from the centre of hyper-
sphere containing Vn -j , and a Clifford cylinder, if It is 
a cylinder on the product of (n-1) circles (i.e. a limit 
case of pervious cone if the vertex tends to infinity). 
A conformally flat subman if о 1d Vn with flat normal con­
nection in a Euclidean space En+m is called is оthermic, if 
it has an isothermiс atlas with all cards having curvature 
lines as coordinate lines. 
In [i] it. is proved that Dupin-Hannhe io submanif о ids, 
Clifford cones and cylinders exist among isothcrmic subman1-
folds in a Euclidean space. In this paper we prove that such 
subman if о 1ds are always isothermic. The main results are: 
Theorem 1 . The Dupin-Hannhe im subman if о Ids, Clifford 
cones and cylinders are isothermic submanif о 1ds. 
Theorem г. Let Vn be a Dupin-Mannheim subman if о 1d. Then 
the next three conditions are equivalent: 
i ) in each family of curvature circles the planes of 
circles are parallel to each other. 
г 1 v„ is isoparametric; 
3) Vn is locally Eue 1idean. 
Proposition 1. Any Dupin-Mannheim submanifо 1d satis­
fying one of the conditions of Theorem г is a general lied 
Clifford surface. 
Pro pos i t i on 2. A genera 1i zed Clifford surface Vri m 
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СТРУКТУРНЫЕ УРАВНЕНИЯ И ФЛАГОВЫЕ СТРУКТУРЫ 
КВАЗИЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ ТИПА S с м 3 
Х.Кильп 
Кафедра алгебры и геометрии 
§ I. Введение 
Данная работа примыкает к работам автора [4] , [5] , 
[бЗ и выполнена теми же методами внешних форм Э.Картана и 
бесконечных групп Ли, специализация которых для изучения ге­
ометрической теории систем дифференциальных уравнений берет 
свое начало от работ А.М.Васильева [IJ , [2] и система­
тическое изложение которых можно найти в недавно вышедшей 
книге А.М.Васильева [3] . 
В данной работе изучается дифференциально-геометриче­
ская структура, определяемая заданием квазилинейной системы 
дифференциальных уравнений с частными производными первого 
Порядка при irv неизвестных функциях двух независимых пере­
менных и с совпадающими характеристиками. Следуя общеприня­
тому принципу ( [I] , [4] ) обозначим такие системы симво­
лом S Ĉlnj . В работе приводятся структурные уравнения та­
кой структуры, проводится их канонизация, выделяются некото­
рые геометрические объекты этой структуры. Рассматриваются 
некоторые флаговые структуры, ассоциированные с данной 
.структурой, приводятся необходимые и достаточные условия ин­
тегрируемости этих флаговых структур, тем самым выяснив гео­
метрический смысл обращения в нуль некоторых геометрических 
объектов. 
§ 2. Структурные уравнения 
I. На гладком многообразии Мщ+Х независимых перемен­
ных -ж1 , где и зависимых переменных U4 , 
(где = 3,4,... , tn+i. , рассмотрим квазилинейную сис-
(2.1) 
52 
Предположим, что характеристическое уравнение aUA(f|A^j|-Afj= 
- О имеет один единственный корень X . 
В статье [б] рассматривались почти линейные системы 
(I), т.е. системы (I) при -K/ji (хА, и?) = L^ С*-А) . Такая 
система приводится к каноническому виду линейным преобразо­
ванием, ее канонический вид имеет жорданову нормальную фор­
му и характеристические числа зависят только от *А. 
Строение геометрических образов М(л*) , заданных 
системой в точке многообразия М «tt, » не зависит от того, 
является ли квазилинейная система (I) почти линейной или 
нет, поскольку в точке многообразия Мшн почти линей­
ная система и квазилинейная система переходят в одну и ту 
же систецу с постоянными коэффициентами. Поэтому, в точке 
многообразия (Ч все рассуждения и результаты для почти 
линейных систем и квазилинейных систем одинаковые, в том 
числе результаты статьи [_б! и § I статьи [7 j верны и 
для квазилинейных систем (I). 
2. На гладком многообразии образуем дифферен­
циальные формы 
о>Г= иГ^. olu>? |v,^ = и, 
где иГ<(. - новые переменные, не зависящие от х* и* и 
удовлетворяющие единственному условию oUi II + О • 
Данная квазилинейная система (I) с совпадающими характерис­
тиками на многообразии М,*+х , т.е. система S 4W t , 
равносильна системе [б] 
«о3л со**= о, 
со5л СО'1 + CA1* AiO* - О, 
со*л со* + cof A to*1-О, (2.2) 
ОУ+'А«'* eoh,+«'ACot=0 
на многообразии Mw + L. 
Здесь единственный характеристический корень X при­
веден к нулю, что всегда возможно. Тогда характеристические 
кривые на интегральных многообразиях задаются дифференциаль­
ным уравнением со^-о-
Поскольку система остается квазилинейной при преобра­
зованиях переменных вида 
х1': хА' (осА) , u"'= iV4' (оА, и/), 
где правые части - произвольные гладкие функции своих аргу­
ментов, то многообразие расслаивается на tn -мер­
ные слои И,*, определяемые уравнениями со^=0 , с базой 
Mx I являющейся пространством независимых переменных. 
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ЗначИТ я А К 
СО* = uV ®х', 
где с1<Л [| uA^II * о " 
du*- - со^и л  w \  
3. Рассмотрим многообразие IMс заданной на нем 
квазилинейной системой (2.1) с совпадающими характеристика­
ми, которая равносильна системе (2.2). Требование сохране­
ния системы (2.2) означает, что идеал форм Л*, о< = ...;т+а> 




должен быть замкнут относительно дифференцирования, т.е. 
должно 
AÄ< = 0VJI<P+«K 
V 7 
где 6^ выражаются через вторичные формы, а ф* через 
главные формы. Это требование дает после приведения подобных 
членов и разложения по обобщенной лемме Картана структурные 
/равнения 
cLo1- со\ л со®-+ «^А«4-+ д, ео^лсо4* + 
4«" = At/ + Со\Л£о* + Ä>ijAfcji+6«o\+CoVfoijA#jH+<:X'WÜJJ:'AA,'<" + 
+ aMfb4tolf,AüJ',;> 
Aw"= Ь>\л.ЬэЛ •> А Со1 + 
4 й J,y. WlĴ A to* + (чЗ(_Р ЛИ* 
<̂ 1> Г (й\д.1с<- + £о Aio*-» •' &к%}Л А>* h 
+ (и 3 *5£w';,-£»\))л«о4 •+ Л4ру> И cf Л Up + Л'ft/i U)(f'A ^ i 
OZM™ - to^ACo4 + Ato*- +£o'J Atost &>ŵ  Aw'+ic" ... *Л>\^ 
+  с ^  v ^ i ) A  +  o - 3  ) £ »  V  f e > i  Ж *  - *  
•+ 0,*|Ьу. Ан̂ Л£л>̂ + йЛ|м HJ"AH4; 
iw"t1 = w* AW'1 + л См Ч ̂'"з1 л к»ь t (.j™ Afc4-.« 'rt. .*«/ ' 
4(w"1-tw-3)ti<1,)A<0h" + Сь\ + Ы~UV-,- *»'X 
+ tvl 6sЛ + л wjh\ CO I? A A) 
otw"14*'-Co'^^A w'1 ЛС-А + И "з1, *• Л<е 5 + A)4 Л И NJ AM't..' 
+ (>V (w-*,) &>V )Aw*+1 +f«| + (M-Ofcoi, - «1 !A <0 w+* •' 
4 л7^ 60 J»A»V + а. 
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При этом 
со% = ОЛ ъ (2.5) 
V 
т.е. 
Жо'ей)!, Л4<1-ь'&Лй1; (2.6) 
* j ivV/i w1 + л 
что по существу является следствием того, что мы единствен­
ный характеристический корень Л привели к нулю и харак­
теристики на интегральных многообразиях задаются уравнением 
to*-0. 
Уравнения (2.3) можно записать в общем виде: 
Ай** ftit'Vvo' f + A)4'j/1 А)jAüf V 
+ (£oV(*-4)fc<!,)A«,M +(со\+и-!)(<»', -1*1 )л^+ (2.7) 
«[^Л б<= 3, 
или 
olw^w^Aw't со^лаЛ + СО^ЛЙ^, «<= 3,*, ... , hiti, (2.8) 
где 
*. , W л-1 - з~ £>*).> 
(2.9) 
6̂ 3 - = ' " ~ > J*~ S)'"> mf*> 
= o, 
где = означает равенство с точностью до главных форм мно­
гообразия . Следовательно, матрица группы инвариант­
ности данной системы (2.1) с совпадающими характеристиками 
в точке многообразия следующая (ср. с. [7] , стр. 
47): 
h 
0 0 «1 .. 
. W-1 
• *4 < . 01+/ 
со1* »1 < W1 . wx Cü™^ 
0 0 «3 и\ *3 - Wj 
&)»•«-
0 0 0 «>*> ц - ö
Mtf 
0 0 0 0 к>\+Ход - *>Г CO* 
0 0 0 с> 0 &V 3 <и - W3 со*;
-" 
0 0 0 0 0 0 "Г3 
(2.10 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 ... 0 Co\+(n-i)u Ojfa-tyJf, 
б о 0 0 0 0 ... 0 0 tb\+(i*-i)u 
55 
где введено обозначение - с^\ -
Мы получили структурные уравнения (2.4), (2.6), кото­
рые оставляют идеал форм (2.3) замкнутым относительно диф­
ференцирования , т.е. сохраняют систецу (2.2) или равносиль­
ную ей квазилинейную систему rMJ . Итак верна 
Теорема I. Задание квазилинейной системы Si,см] 
на многообразии Л/»**, определяет на многообразии М^+г. 
дифференциально-геометрическую структуру со структурными 
уравнениями (2.4), (2.6). 
§ 3. Строение касательного пространства TK(I 
1. В каждой точке х многообразия A/m#t в соответст­
вующем касательном пространстве 7*, ввдмяется 
семейство реперов, инфинитезимальные преобразования которых 
имеют вид 




I в "/) 
имеет конкретный вид (2.9). 
2. Система задает в каждом Тх fин­
вариантное м, -параметрическое семейство двумерных плоскос­
тей I е.,; , определяемых системой (2.2) или равно­
сильной ей системой 
со* = <аэ̂  
( з л, 
со* -ан  со' - Qf 
Здесь получается последовательности вложенных друг в 
друга подпространств 
H*CH»-<c ... с Н?'1'" с ... С Н1 м^ с Н<п >  (3.2) 
где t -мерное подпространство определяется урав-
нениями 
со4= о, w5-0 , с</-6, у - m-i+i, 
и последовательности вложенных друг в друга подпространств 
El'Ub-^c ... се*;:+< с... (3.3) 
где It -<1 ) -мерное подпространство f 7-7 н определяется 
5б 
уравнениями 
й>3-0-з w*, ЛзУ"f1 V*v M~ '/3-
Здесь подпространство H есть ось семейства 
j *-i+i иэ (с -t-fj -мерных подпространств Efc1*1. 
Двумерные плоскости, определяемые системой 
проходят через подпространство W? , пересекая при этом 
каждое из подпространств А/™"'*' последовательности 
(3.2) и заполняют при этом подпространство f , при­
надлежа каждому из подпространств £ последовательно­
сти (3.3). 
При этом, между пучками подпространств-осей Н? и 
подпространств 1~™~1 возникает взаимно-однозначное соот­
ветствие по величинам а», ... , далее - между 
и f Y*' по величинам ; <ам' и т.д.. 
Интерпретируя нашу систему в случае m в проектив­
ном пространстве Р3 , получим точки Нв (cos = o, 
-О, С*}1- - О прямую Hi (_1ЛЪ- OjCj-.O) И ПЛОСКОСТИ 
Системой определится семейства прямых, кото­
рые проходят через точки Н а  прямой и заполняют при 
этом плоскости Et . В таких отношениях находятся прямые, 
которые являются касательными к линейчатой поверхности (см. 
1 6 ]  ) .  
3. Рассмотрим вопрос о системах Пфаффа в многообразии 
Мъ+х, I ассоциированных с нашей системой дифференциальных 
уравнений • Поскольку система Ji уравнений 
Пфаффа в См+х,) -мерном многообразии определяется задани­
ем в каждом касательном пространстве (т+х.-р) -мерного 
линейного подпространства, то поставленный вопрос решается 
нахождением инвариантных в подпространств. 
В каждой точке заданы инвариантные подпространства, опреде­
ляющие системы Пфаффа 
о, АЗ 
S 3̂v...5 •• ео1'б,ь<=о,со**о,еоИ'Ъ.-, S=Hr..; А,,*; 
SI, J: СО̂  = 0, TO5=0; 
^ 0. 
В дальнейшем будем подпространство, определяющее тут ука­
занную систему Пфаффа, обозначать тем же символом, что эту 
систему Пфаффа. 
4. Подвижной репер в касательном пространстве 7*. 
частично канонизирован. Вектор ё, пробегает /и -плоскость 
Ss.3 •' е°* = to3- о , вектор зафиксирован по на­
правлению, векторы e,vw, , образуют инвариантное под­
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пространство, и т.д. Имеем последовательности вложенных 
друг в друга инвариантных подпространств: 
t f с f с - " 
с  {ё*«,...,««•,«,* С  ( О  
с\6>ti+x>-" ) ̂г,®ч}с (^t) 
1^1ч+«Лс^ e*v+t,, ?Ciu+x.,5«+f) 
c ? 6*+*,, С i ( ̂я.) 
fön+хД i ^ C i CiH+x, + š*] *- . . V 
c 16м*сГ)€^^с[e„n)..., C|,^c |iw+lr,, (Fit) 
это фяаги соответственно типов v, = (f, l,..., /п), yH = 
= V*.,.* , Mt-») . Флаги Fa», и являются полными 
флагами в касательном пространстве 7Х (Л +̂1 ) многообра­
зия фжаг £, можно рассматривать как подфлаг флагов 
FIX_ и F^, он является полным флагом в касательном простран­
стве 7*(Afm+jJ к слоевым многообразиям /У*. в расслоении 
многообразия /Чж**, с базой независимых переменных ДУ4 . 
Учитывая договоренность предыдущего пункта 3, можно флаги 
Fu Ft) Fit, Fkl переобозначить 
X, 5... mti «к C c $<*, , (Fi) 
C &*.».»* C -"C S'*-i C 
W.,4C,,,£̂ C c S4 
Suv-./нН c <T . (Fu) 
Сравним флаг FL и последовательность подпространств 
(3.2). Флаг Fx. завершается подпространством Н1М -^3) 
которым завершается и последовательность (3.2). Подпростран­
ство Ъмч является осью семейства подпространств Н' ч̂ 
и т.д., подпространство Гп),.. <? является осью семейства 
подпространств Н , гл tl, причем подпро-
"I * j ' j ) J ' ' 
странство Sffcs... (п + ̂ является осью семейства подпро­
странств Н*~1 • Следовательно, берем подпространство 
Н- SL) и подпространство S, . Рассмотрим в про­
странстве Н = УХ!, последовательность подпространств 
пересечения пространства ^ с пространствами последова­
тельности (3.2), получим флаг F# (отметим, что при этом 
Sf л  Н"} " { о } ) .  
Отметим еще, что флаг Р. принадлежит флагу r1L и 
флаг F», принадлежит ({шагу FlK . Все рассмотренные фла­
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ги отличаются друг от друга лишь в завершающих флаги подпро­
странствах. 
5 4. Структурные уравнения (продолжение) 
Для дальнейшего изучения следует выяснить характер 
коэффициентов, входящих в структурные уравнения (2.3),(2.6). 
Для этого нужно продолжить структурные уравнения (2.3), 
(2.6), т.е. продифференцировать внешним образом и применить 
обобщенную лемму Картана. 
Продолжим уравнения (2.6). Начнем с уравнения 





W < + а<<*+<f +Л}(М,! 6Ц - ) = », 
^<*Л,М+1+а*,<н*Д. £ßi» + #Л «з =~ <9; 
du'l- + «'-#• Со\кЛЬ3^ (4.2) 




Ла>\- Сл1кла\(j «9 +£0 <̂Л£О' + ЙЭ 1̂ЛА)^ (4.4) 
о(ы1к-сол.ьэ\ + ео^лы' + ь^лсс1, (4.5) 
где трёхиндексные формы можно считать симметричны« по ниж­
ним индексам [б] . 
Из формул (4.1) видно, что величины 
t а<,ц,т-(ц,3, »*#>•••, (4.6) 
образуют геометрические объекты, первый из них есть относи­
тельный инвариант, а обращение в нуль последнего дает пол­
ную интегрируемость уравнения ; Со1* о. 




. а̂ г ~ ьу ̂  ар ̂ (V3 
* +<и,г"Гг'Л <4-6) 
4 ^i*"^ °^'" + Лу,П\+1 tol+f  ^="0, 
^ajbYf (b\ *f</!,~'0«j" 
-л1^ *Va>,<'-^X;V..-a^4-a;>^-HXj-
*<;«Va>«t-ay,ü!u,-«, (4-7> 
rf*>V co< л&\- Л^-'А^V *«;*лA> J~ - ..." «,* A&"£*•-
-Г«»* )лл><-
~ ^ л.~ x,~) AA)(P- w(£^ 
- СО^АА}-1- - to 7д Л&,Г-,"~ ̂злА,гУ°1 
-fVu~^-tW^U«4"-(to^ + U-iy<-<,'W-- • 
= W ̂  Z A) j f A>«, A< 3̂+-
Al.' 
l+ . .  .  .  
A3 
fltei + ̂-^wlAftJ^-^-JDöAWi'WltA^ + W^jA»4*-. (4'9) 
где w1}*,r&Jx$ , <? = 6; "•/ (n + '1 • 
Дополнительно к таким общим выражениям (4.6), (4.7) 
войдут трехиндексные формы в следующие уравнения: 
+ =4 










abx^.., , + U-b)%A4^\=Ot 
•? 
$ 5. Канонизация 
I. Производим канонизацию при помощи замены 
^ ( 5 Л )  
Чтобы не изменились структурные уравнения (2.4), необходимо 
и достаточно, чтобы 
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l\*°, t\i*Vii, S'V».***; 
- i^m + t r<?,«<-3;.../ /к-К, 
«V .... »$,• 
Далее, подстановка замены (5.1) в стружтурные уравнения 
(2.4) дает 
^ 31" S<> ̂  ̂  " азг; " а\i, • r д , 
^ И ^ t3~ ̂ 5# > ^ 33 " Л J*> ̂ 1гГ^5Г| ̂sC* ••• ai И<м> 
l мЛ lf"^S5"^3f) ̂st:a56> — 3,>n-N> 
n"+,.om 0*+1 0" P*** _ - a**' 
С H * Л» " 3 < > *- 4Y )3"^ *>V > '•* , N>*rH S3- ) j,*"!'' J, »-ft 
omt/ „ WL я*»*, nmt-i „Mft Wl »*1 -л4*1 -f13 -Д ***• 
<- 1# ь <3 3-f, e 3V ~l 33 }4 > 4f " C if ''"' »,*•* Ь 33 
В результате такой перенормировки форм &>4t) <У^ и некоторо­
го переобозначения коэффициентов структурные уравнения упро­
щаются, а именно, в них можно считать 
«-JM*», 3,4,.., ei*«-, (5.2) 
В результате такой канонизации трехиндексные формы ЙО4,^, 
to "jt j <= 3, ... , wtY, стали главными. Формы 
u<
Kltl 4 = t, . • • , r>i + i) в структурные уравнения не входят. 
Итак верна 
Теорема 2. Существует канонизация многообразия реперов, 
присоединенных к Mn+t относительно которой - 0, 
°> J4= J-> *s 5, , т-И., rzji . В результате этой 
канонизации формы Äo43t, & ̂ 5, «< = 3, ... , М-#-у , стали глав­
ным! формами. 
После такой канонизации в структурные уравнения (4.6), 
(4.7), (4.9) добавляются члены: 
оЦ,г+... -a'/r'f ui = <?, 
ĴM a^coi + 
где << = <r,..., /•» + *, ; ̂ 6 4. 
2. Укажем некоторые из геометрических объектов, кото­
рые используем в последующих исследованиях: 
I лЛ, mtj, 1, /hfl j I '" / f*^#, '••) 4*1*1 
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[ &*Ч1 Si У + i &4i> I >>* + *,) 
•' • ,  ̂  «, лс#1 , l^3'«i '"T Л ) & m*1) IH + L ) Л 14, & f J•)•••! *, ** + *. 1, 
[ &  4 f ,  ̂  4 i  >  - •  A - / , * # * ;  j W - ' J ,  
^ *Цс, ̂VT, ••• , &4,i»*K "> Л)"С/г - , ̂г,т*к I 
a\c; A\» j •••/ д V*4*; ̂ ft ,аПг , as-,*1 * }, 
(Г t, --, mtfy a^ Wf#,-t^,...,*-my 
m~f, Jp= V-., 
f 1-^«^/ <!,.-,\7^>-» n*4', л-^-Л Л^ 
fa-j»,«**,, «*»,•••/ * р=ч, --> 
§ 6. Флаговые структуры 
I. Определение. Дифференциально-геометрическая струк­
тура на п -мерном многообразии Н , которая представляет 
собой поле флагов типа ^)= («м, , he), k </i-/; 
о < *•., < и*, < ... < < к , определяемых подпростран­
ствами 
VV<c) с /*,(*.) с ... Vfc («-) 
соответственно размерностей >v t̂ «*,,...; пе в касательных 
пространствах ТЛ[М ) , гладко зависящие от точки х е М} 
называется Флаговой структурой типа V г (л4/ ль,.,. t пк ) на 
п-мерном многообразии Л/. 
Флаговая структура типа V = f . f n-*) называется 
полной. 
Флаговая структура типа V на многообразии является 
G -структурой, где G -группа всех линейных преобразова­
ний ft. -мерного векторного пространства, сохраняющих неко­
торый флаг типа V . Это (j -структура бесконечного типа, 
группа автоморфизмов флаговой структуры, вообще говоря, бес­
конечномерная. 
Определение. Флаговая структура типа V на Л/ на­
зывается локально плоской или интегрируемой, если каждая 
точка хеМ обладает окрестностью Ц*_ , в которой сущест­
вует такая локальная система координат [х^ •xL, ..., */у)> 
что подпространства \Д- порождены векторами 
1 2. 2. 
Эх-*1 Э*«.' ' " ' 
при всех зс е U.K и всех i = y, к.. 
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Последнее условие равносильно тому, что подпространства 
V: в каждой точке этой окрестности задаются системами 
&х*= с, dx*-'1 - 0)..., " 0 
при всех 1 = <с • 
Это означает, что окрестность Цх обладает таким на­
бором слоений что при всех хе 1/х флаг 
определяется набором подпространств пространства 
7Х ( Мм ft,), касательных к листам этих слоений, проходящих 
через точку ас. 
Флаговая структура тогда и только тогда является ло­
кально плоской, когда при любом <•'= ^ распределе­
ние V; (-Jtj является инволютивным, или, что то же самое, 
когда для каждого С -1, X, 7 , к система Пфаффа, определя­
ющая соответствующее распределение , вполне интегрируе­
ма. 
2. В § 3 мы получили, что задание на многообразии 
квазилинейной системы j'Lt, cm j определяет в каждом ка­
сательном пространстве Тк (М т.+к) некоторые флаги F, 
Ft 7 f-ц, , Flt , из которых последние два - полные 
флаги. Тем саны* определены и флаговые структуры на многооб­
разии . 
Рассмотрим полные флаговые структуры и Flt на 
многообразии 
С  ^ 11 . . .  nv  ^ С С с (f>a ) 
д.1.-.«.-м С ^ j... m с ... с с с St. ( 
Укажем геометрические объекты, обращение в нуль которых не­
обходимо и достаточно для полной интегрируемости систем 
Пфаффа, определяющих подпространства флага в каждой точке 
многообразия Mmft: 
Л t Ч 
/АЗ... iH-M " ^ & Jb, mt X., 1f 
***, « = V", 
а*ъ . ,'П, 1--*/ пг 
V 1 ' ' ' и ' ' / 
* УХЛ ... *И-1 • Ü < J /учу- ^ 7 ^ ^ 7,/Ц. 
а.">. м+ <<- з • ••, V,/ - V"» ** 1\ 
Aj»,*4 , 4 ' * , - ,  m'  
a}t/ 
4* 3Д V-/ ̂ 4' 
^.н+ь °<"3'У'5";1/ЬС^-"/ *; 
аГ'Чв ь'4'*; J* 
%W4 :  Q'Stm-H, - -J & 
^ПЦ, °<= 1,4-, J>~tr.., 
*=3Л; ДЛ ••-, "а, 
^v' aIm-H, • / aft; 
ÄV'w f^(f=  ̂ '"' *l '> 
^ vt I ^ f 6 / ^ir / 
5, ,v вполне интегрируема • 
^ ̂ *4, M f Д.,, "• ) Л IH ) 
a ( f  =  ^ " • '  m  +  ^
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ß-jijfn + l/ ip ~~ ' • V ̂  I 
s] 
rt i л г cl3 & mi "• f•#;•" ) /П-И./1 I 
5g,: $Л,т t-J,, &•%, •" > ^ 14) ' 
Итак доказана 
. Теорема 3. Для интегрируемости флаговой структуры F1 а. 
необходимо и достаточно обращение в нуль геометрического 
объекта 
mti I а)ч, a*ib) 
*t4) (6.1) 
<аЛ,«м, «<-- i,•• / *<•; <j*- V-, 
A ^ . - r v ,  [ f - -  t r  
&Y>c, ̂ "3/ 4 ; (ft'1,1 г/ 
Теорема 4. Для интегрируемости флаговой структуры 
необходимо и достаточно обращение в нуль геометрического 
объекта 
a - L i , ^ n l  — я Л 5 ;  
, =<: 3, МГУ ; Jt: Л/У-
йА А , <4 = 3, - ... Ля ' ./^ - АН-
^/"+<1 ' ' /V ' ' / (6.2) 
^,М. , 3, ..., *-f; Ji- V- , 'и-^ 
3Л *";,/»» V,«"; 
а}ь5, 4=3, Н/ ^-Ч) 
aij>u сР1 S --, 




$ i X . i  --M-M C С ^«.ä C 
^tts,., f*t1 *" ^11 i... <h ' • • C V) ̂ J . Г Ft, j 
Верны также 
Теорема 5. Для интегрируемости флаговой структуры Я, 
неооходимо и достаточно обращение в нуль геометрического 
объекта 
...f  , 
Ü-Ah-U, =1 = 3,.., * + 1,^=4,..., «+Y; 
4Л.«. I*; </>**,.•; *; (6-3) 
b f t ,  ̂ =ЗЛГ; " 
Теорема 6. Для интегрируемости флаговой структуры 
необходимо и достаточно обращение в нуль геометрического 
объекта 
(, -• , 
«-^^^> = 3,..., "I+У;^-*,-/ 
«<--5,- , »4 
ч'*; 
a^r, (Р-'Ч; 
a fa , £)»='/,-- л+*-
Отметим, что геометрический объект (6.3) отличается от 
геометрического объекта (6.1) (равно как и геометрический 
объект (6.4) от геометрического объекта (6.2)) на компоненту 
а о • 
4, Рассмотрим еще флаговые структуры г? : 
ii с *"<*. 
5= i, Ч,..., п+1 .Не представляет труда указать необходимые 
и достаточные условия интегрируемости таких флаговых струк­
тур. 
Теорема 7. Для интегрируемое™ флаговой структуры Ff 
необходимо и достаточно обращение в нуль геометрического 
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объекта 
^ , to t К, J m-r 4 у + 
arn'i = 3""' (6.5) 
я £,«+<, 4 = 3, ..., m• J3--v„, *, 
а1м+^ * s г>  -  - •  > * \  f i t - ,  ?-
Зажным частным случаем флаговой структуры является 
флаговая структура типа ( к.,) , т.е. -мерные распреде­
ления (тогда k=^, о<п4<#г; см. п. I этого параграфа). От­
метим, что в пункте 2 этого параграфа, были выписаны геомет­
рические объекты, обращение в нуль которых необходимо и до­
статочно для интегрируемости А -, 1-, ... ,(т-н) -мерных 
распределений W..  ̂  S w s ,  I t s  ,  S t ,  
входящих в изучаемые флаговые структуры. 
Полные флаговые структуры изучала М.М.Цаленко в своей 
работе [9] . Геометрический объект, обращение- в нуль кото­
рого необходимо и достаточно для интегрируемости флаговой 
структуры, был в работе [9 ] назван объектом кручения этой 
флаговой структуры. 
Итак, квазилинейная система определяет не 
многообразию! независимых и зависимых переменных IM m + к 
некоторые флаговые структуры определенного типа, а именно, 
линейные преобразования (m + х) -мерного векторного прост­
ранства Тх ( Mmn], сохраняющие флаг, имеют конкретный 
вид (2.10). Основными среди этих флаговых структур следует 
считать ( ), ( Ргг) . На языке этих флаговых структур 
мы выяснили геометрический смысл обращения в нуль некоторых 
геометрических объектов. 
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STRUCTWI EQUATIONS AND FLAG STRUCTURES 
OP THE QUASILINEAR SYSTEM OP THE TYPE 
H.Kilp 
S u m m a r y  
С ̂ 
In this paper the quasilinear system -эт г the first 
order partial differential equations with two Independent 
variables, ^ unknown functions and with coincident cha­
racteristics are examined Ъу the method of E.Сartan.Structu­
ral equations of such a differential-geometric structure are 
found, their canonical form is indicated. Such quaailinear 
system determines certain flag structures on the 
manifold of dependent and independent variables 1Ут-ц. These 
flag structures are used to characterize the differenti­
al-geometric structure of the quaslllnear system Sm*cmv 
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DECOMPOSITION OP SEMI-SYMMETRIC SUBMANIFOLDS 
tl. Lumiste 
Department of algebra and geometry 
1. Introduction. Locally symmetric Riemannian mani­
folds are characterized by the system V R ̂  0 , which 
leads to the integrability condition R (X,V) R — 0 . By 
their investigation E.Cartan,P.A.Shirokov and otheYs intro­
duced the manifolds, satisfying this condition. А сonjeo-
ture of K.Nomizu [б] , that a complete irreducible with 
R (X, V) R = 0 is locally symmetric, was refuted by H. 
Takagi [a] and others. The important role of this condition 
in the theory of geodesic maps was shown by N.S.Sinjukov.who 
in 1956 called a M"1, characterized by R(X,V)R=0, a 
semi-symmetric manifold (see [15] , Ch. II, §3). P.I.Kovaljev 
I.9J used the Lie triple systems for an algebraic description 
of aemi-symmetricity. All semi-symmetric Riemannian manifolds 
were classified by Z.I.Szabo [7]. Semi-symmetric Lorentzian 
4-manifolds were investigated by V.R.Kaigorodov [9]-
In the the geometry of submanifolde in space forme there 
is concept of a locally symmetric submanifold, which ie cha­
racterized by the system v tv -0 (D,Perus C3l)« where (v i® 
the second fundamental form and V is the van der Waer-
den-Bortolotti connection. The integrability condition of 
this system is 
R(X,y)4t = 0, (1.1) 
where R is the van der Wae$6en-Bortolotti curvature ope­
rator. Submanifolde, satisfying the condition (1.1), were 
introduced by F.Deprez [2] and called semi-parallel' submani­
folde. More natural is to call them semi-symmetric submani­
folde, ae we are doing in the following. Prom the reeulte of 
E.Backes [1] it follows easily that they lead to Jordan 
triple systems. Intrinsically they are semi-symmetric Rie­
mannian manifolds. 
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In this paper eome decomposition theorems, announced 
in [4], will be proved for semi-symmetric submanifolde (see 
Theorems 1 and 2 below). They extend some analogous results, 
stated previously for the following special cases. 
It is obvious, that a submanifold with flat V (i.e. 
with R (Х,У) = 0 ) is semi-symmetric. A decomposition 
theorem for submanifolde with flat V in a euclidean 
is given in [1ЗТ. The generalized Ricci identity Y[x vy]'^= 
= R(X,V)-ia shows that aemisymmetric are also submanifolde 
with parallel third fundamental form V4r. (i.e. with (VyAJ= 
= 0 for arbitrary X and У ), investigated in [12], [14]-
The first decomposition theorem, proved next in §3 (Theo­
rem 1), is the nearest generalization of the corresponding 
theorem in [11] . 
Theorems 1 and 2 are stated and proved below in local 
setting, i.e. without any global restriction. Methods are 
purely differential geometric. One of the crucial points is 
the fact that the mean curvature vector of a semi-symmetric 
submanif old is a commit at ing normal vector in the sense of 
V.A.liirzoyan [14]. 
2. Apparatus and lemmas. If a submanif old Mm in E"-
ie given, then the orthonormal frame bundle О (En) can be 
reduced to G £"")• here {x, et О (И™ E") implies 
СГ"Г)7 = 
Identifying the point эс € with its radius vector we 
have 
"3 "1< "K "3 
dx — CO t Gu-j ^ CC-j + — 0, (2.1) 
where 3 К = 'l, .n and the following differential sys­
tem is satisfied: 
ос? = 0 . (2.2) 
Therefore from structure equations (i.e. integrability con­
ditions of (2.1)) 
-t "K 1 . к i . 
Чел = л . ciOu-j — Сл)-| ЛСЛ-f (2.3) 
it follows, due the Cartan lemma, that 
oot = t-C1* , -hcj = ^\jc - (2.4) 
Now exterior differentiation and the same lemma give us 
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v оД Cj« - Cfcj , (2.5) 
where 7 is the ооvariant differential operator of the van 
der Waerden - Bortolotti connection; In particular 
- GOj + 4i - Ulfl . (2.6) 
In the same manner (2.5) yield 
V-fcl.* Л CO* = Kfi* + ^5^- 4^. <2.7) 
where 
52- = doo- - oot A M>i = - Z to1 ЛМ, ( 2.8) 
J2.£ = doC)^ - /Лч^у ~ ~ ^ АСл) (2.9) 
are the curvature 2-foiae of the van der Waerden - Bortolot­
ti connection 
The second and the third fundamental forme ere respec­
tively aymnetric T1M"-valued forms, respectively, 
o(3 : (X,V,7) •—- X' yJ 1 
here X = XLe:, У =yJej, 2 -?квк , remark that <x2 is denoted 
also A (see Introduction). In view of (2.5) we write 
and correspondingly <X3 - У<хл = Vfi. 
Submanifolde M" with parallel Ux (reap. o(a ) are 
characterized by V"tt =0 or V-io.-=0 or -fi;jfe = 0 
(reap, by -0 ). Immersion И"* —^E1"1 is called senl-
sy metric, if 
+<.fc2j_-^52^=0, (2.10) 
briefly If 52 •= 0, where 52 Is the curvature form ope­
rator of the van der Waerden - Bortolotti connection V. 
This condition (2.10) is equivalent to (1.1), which Is Its 
short form. 
By the Cartan lemma from (2.7) follows V-fvjji, =• -к%Ы <лЛ 
where -Ve^Tjk need not be symmetric with 
respect to indices t and t. Therefore the fourth funda­
mental form СХ.Ч =7«^, which is defined by оц : (_X,V, "£,SX,') i—t 
.—' X1 VJ \X/t, is in general not Symmetrie . 
Lemma 1. A submanif old Mm in E" is semi-symmetric 
iff its fourth fundamental form о«,, ie symmetric. 
Proof. Follows immediately from (2.7) and (2.10). 
This lemma 1 is an analog of the well-known consequence 
from the Ricci identity 
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vTRtJ,feeA«f- %-л*2Г +%„2j+R.;flSZ; + , (2.11) 
that a Riemannian manifold Mm ie semi-symmetrlo iff 
V^Vp ie Symmetrie with respect to -p and ^ , i.e. iff 
(2.11) is trivial 0 - 0. Note, that (2.7) is equivalent 
to generalized Ricci identity mentioned in the introduction. 
Lemma 2 (announced in [2j). If Mm is a semi-symmetric 
subman if old in En, then Mm is intrinsically a semi-sym-
metrio Riemannlem manifold. 
Proof. Prom (2.8) it follows, that • 
Substituting it in the right side of (2.11) and using (2.10) 
and the Identity - 0 we obtain zero, i.e. 22 R =0. 
Lemma 3. If a submanif old Mm In EK has a parallel 
third fundamental form 0(3, then it la a semi-symmetric sub­
manif old. 
Proof. Follows immediately from the formula Vo^ = °<^ 
and Lemma 1. 
Let Ц be a normal vector field on ГЛ™, immer­
sed in Ел j let and — II &.**; II • V.Mlrzoyan 
Г - 1  _  М л  J  « 1  T  
[14j calls i a oommutatlng normal vector field if A 
commutes with by every normal vector field 
т.ущщ* A. (j.Deprez [2D. If is a semi-symmetric sub-
manifold in Е"1, then H is oommutatlng, where H = 
Proof. Taking i- in (2.10) and summing over 1,... 
...,m we obtain, due to 52^ + £j = 0 , that 
This and (2.9) yield 
X 0 (2.12) 
i.e. H Is commutating. 
In a special case of with parallel <X3 this 
lemma 4 is proved in pi4] • 
Next we need also the formula 
^ (2.13) 
which follows from (2.10) if we multiply by H , sum over 
•x — т-И •> - , п. and use 5? + — 0 . 
A submanif old in E* is called a product of sub-
manifolds if 1) = x 
2) — E"4 X ... X E""1 , 3) every two distinct and 
En* are totally orthogonal. 
Lemma 5. Let M™ in EK be the product of rrubmani-
folds Mm< in En< (Q -1> ••,£-). Then M"1 in En ia se-
misymmetric iff every in is semi-symmetric. 
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Proof. Let ua take {-x, "5 €. О (_tAmt t E"^) for 
evezy Mm? in • then co^ = 0, = 0 if Ф "" and among 
-?v*j only о an be nonzero. It follow«, that among 52.' 
and 52. £ only £2^ and (f = ̂ > • . .,t) oan be nonzero. 
Now (2.10) hold for in En iff it is eatiefled for every 
M"' in EX 
3. The first decomposition theorem. For a eemi-symmet-
rio submanifold the next statement concerning its decomposi­
tion in product of submanifolde is true. We formulate and 
prove here the local version of the statement without sta­
ting any global restriction. 
Theorem 1 • Let Mm be a semi-symmetric submanif old in 
E*1 and let 1i.m be the open part of Mm,on which symmet­
ric tensor AH has dietinot eigenvalues X.,,.. ,XY of 
constant multiplicities. Then corresponding elgenspaoee form 
f. foliations йл , , A^ on Um, which are totally or­
thogonal and conjugated with respect to o<2 , i.e. <A„ t A^-0 
and ЫцСАу , Лт) = 0 , tf ф «г. Let Ал t ..., А'а be direct sums 
of A1 , -.., ̂  г , satisfying Л., Ф ... ©4^ — ~TЦ™ , and let 
every Ay , Л $ Y £ 4 , be parallel In the Levi-Civlta con­
nection V induced on Mm by immersion. Then around eve­
ry point of VJ" submanif old M"-1 in E^ locally coincides 
with product of eemlsymmetric submanifolde Ii"4" In ЕПу where 
every lXmv is a leaf of , Л 
Proof. Let i^c>-eLV£T^(7/") be the canonical frame for 
AH in arbitrary point x 6 Um. Then A.* • = X 5, . = 
= 0 (ч>Ы and (2.12) yield ^ W' ?J 
(^+<r)> (3.1) 
where Х^-Х^ФО. From (2.5) it follows, that Vх H*^ to , 
where И^, and therefore 
Writing it in canonical frame for AH we obtain partloular-
iy 
С X^-A^W^ =2нЧ^д(л)1: С^фсг). (3.2) 
Distribution of elgenspaoee of AH , corresponding to 
, is determined by the differential system 
... = = Q341+1 = ... = WJr = 0, (3.3) 
which is totally integrable, because 
= 00l< A Cuj- + _X (<? ф<т) 
^ T T". 
become zero due to (3.2) as an algebraic consequence of the 
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/0 
system. Thus the distribution, determined by (3.3), is a fo­
liation oil If (<= = '') 
As Аи ie symmetric and (3.1) hold, we have 
= 0 , °<2 (A? , AT) = 0 (?*a-); the first part of the theorem is 
proved. 
The same identities are satisfied also for direct sume 
A,', ... , ЛХ > 80 that 
<A'Vi А'г> =0, «ХаО\,,Л^) = 0 ((3.4) 
Prom (2.13), writing it in canonical frame for o<^ , we de­
duce = 0 and therefore 
^ ( л > г -  0  С ^ - ф о - ) .  
Together with (3.1) it gives < , e.j!rer> '= О (f+tr), 
where i consequently 
<е;;Ц,, e^>=o (y+v-). v (3-5) 
If every Ay is parallel in V, then coi* = 0 (уфУ') 
Now from (2.5), (2.6) and (3.1) it follows thait among 
only jy&y (V = 4 , can be nonzero and denoting 
= -lv t, 6-v *• deduce from (3.5) by different at ion that 
<e,' v ev„'s = o f v Ф >-) (3.6) 
lrfcvfV_ * , v г 
Рог semi-symmetric Mm in t" we have V A - fe = with 
synmetrlo 4x*jke • It follows that among only Cy 
Q f = Л , ... ,\) can be nonzero and for de­
duce now from (3.6) that 
eiV«*> = 0 » (**Yi 
Repeating this procedure we obtain in general 
bLy ) •> — О (У + 7") (3.7) 
for every admissible choice of indices; it can be proved by 
induction. The procedure terminates if all vectors eL-
with -p+i indices are contained in the linear hull of vec­
tors with 2,3, ... -p indices. Such a p exists be­
cause En has a finite dimension. 
Prom (2.1), (2.4), (2.5) and from differential prolon­
gation of the latter formulas it follows, that 
V% = e^toi¥' 
7 e4Ur = ̂  e«v >oi V +" ê jy&y-0o\ 
Ve^...u.v = 21 et4,<s^,--.ttyie >̂4,<4,>CO + ...tyiy co >̂,r, 
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where V^=de.„-e^to£, V^=<le^;-e<-to> -e^ gc£ 
and so on; here Ve^.„u'. must have -p indices. It is 
seen that a lief /Lt"r of the foliation AY. containing i£ 
6 U"1 lies around x in a subspaoe E r'¥ , which is determined 
by -x and the linear hull of vectors e^, ev, ' eiy..,-Ц 
and that this hull is invariant on <Um. Two such distinct 
subspaces E"¥ and E^ (f 4='V-) are totally orthogonal due 
to (3.4), (3.5). (3.6) and (3.7). Therefore around x the 
submanifold M In E"1 locally coincides with the product of 
submanifolds rl(m'f in En<f which are semi-symmetric in view 
of Lemma 5. Theorem is proved. 
Remark_1_. The first part of Theorem 1 is a consequense 
from corresponding results of [l4].Here we preferred to give 
its direct proof. 
Нетагк_2л In case the open part 11 is complete and 
simply connected the de Rhan decomposition theorem and the 
fundamental lemma of fsl с em be applied and a global state­
ment, that tC is a product of leaves Zi™* in can be 
deduced. For our purpose the local version, given above, is 
more appropriate. 
4. The second decomposition theorem. For a special case 
the next extension of the Theorem 1 is valid. 
Theorem 2. Let , yj" and Лл be as in 
Theorem 1 and let Xt= 0, . Suppose there is an or­
thogonal direct decomposition A* = Ai , so that 
Д* ,., A* are parallel in the Levi-^ivita connection V on 
Mm , where , if Л š X S -V- i and 4* = 
(the possibility, that some of , Л 5 Y < -S , are 
is not excluded). Then around every point of Цт the sub-
manifold M" in En coincides with a product of semi-sym­
metric submanifolds, which are the leaves of distributions 
Д , A*. Here the leaves of A* = are parallel 
planes in E n . 
Proof. The assumption that the restriction of cv, on 
is zero (it follows from ^*=-0 ) gives together with 
-0 (Y + Y) that cxz(A*f, й \ ) ~ 0  (<f N=Y) due 
to the bilinearity of . Similarly the orthogonality of 
decomposition Ал = Л\ /Д 1 leads to , А*у.~? = С 
1Y Ф f). 
JT 
As well as in proof of Theorem 1 we have 52.; - 0 f^+cr). 
Besides (2.8) and (3.1) give 
ьГ'1 = +i" ^ A CO 4= с 
10* 
because •= 0. Therefore — 0 and this together 
w i t h  - i o * » ( Y  Ф  * И  i m p l i e s  
<е-'Л>еЛ4> = 0 Cv + Y-3. 
In the following we have to repeat the final part of proof 
of Theorem 13. where instead of Ay now are A* ; 1 ̂  Y*1 <> 4 • 
Рог = At we have "ta— 0 because = 0. The 
perallelity of A* = д[л> gives us — 0 if -к Ф&* , 
where L* , k* = + l , -.., ™ ^ = cCm Ä* . Therefore 
on leaves of A? we have from (2.1) that 
* -k* 
da = «£ (A):.1 , 
i.e. these leaves are parallel m* -planes. Theorem is pro­
ved. 
Note that decomposition theorems have valuable appli. 
cations to the classification problems of semi-symmetric 
eubmnifolde, as can be seen from the next publications. 
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РАЗЛОЖЕНИЕ ПОЛУСИММЕТРИЧЕСКИХ ПОДМНОГООБРАЗИЙ 
Ю.Лумисте 
Р е з ю м е  
Подмногообразие М"1 в Е"- называется полусимметриче­
ским, если R (X,v)4x - 0, где R — кривизна связности 
ван дер Вардена - Бортолотти и 4г — вторая основная форма. 
Частными случаями являются М"1 с параллельной -fi или с 
параллельной , а также М"1 с плоской V, т.е. с 
k ;X.'v) -• С;. Говорят, что М" в Е1"1 является произведением 
подмногообразий глт1 в Еп? С X), если I) Мт -
... X . 2) ЕПГЕП,Х...ХЕч и 3) лю­
бые ДВа ЕП< И E"'r .* ':гл 1 ^ ^ t, л $ о- $ <с ) 
вполне ортогональны. 
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Доказываются две теоремы, которые дают достаточные усло­
вия, чтобы полусимметрическое подмногообразие М"1 в Еп раз­
лагалось в произведение подмногообразий меньших размерностей, 
которые при этом также являются полусимметрическими. В наибо­
лее простом случае эти условия требуют параллельность на N"'r 
собственных слоений второго основного тензора А" относи­
тельно вектора средней кривизны. 
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ТЯО Toimetised 
8 0 3  (  1 9 8 8  ) ,  7 9 - 9 4  
Уч. зап. Тартуск. ун-та. 
1 9 8 8 ,  8 0 3 ,  7 9 - 9 4  
CLASSIFICATION OF TWO-CODIMENSIONAL 
3EMI-SYMMETRIC SUBMANIFOLDS 
Ö.Lumiste 
Department of Algebra and Geometry 
1. Introduct Ion. A submanif old M1* in a euclidean E 
is called semi symmetric [5l, [б! _(or aeml-parallel; see 
[21), if R(X,V)4v =0, where R is the curvature_ ten­
sor of the van der Waerden - Bortolotti connection V and 
4v is the second fundamental form. This condition is equi­
valent to the symmetric ity condition of ^ with res­
pect to X and V due to the generalized Ricci identity, 
intrinsically it is a semi-symmetric Riemannian space in the 
sense of [id], Ch. II, § 3. If we consider V-Ft as the 
third fundamental form (trilinear form, symmetric due to 
the Codazzi equation, with values in the normal bundle) and 
introduce submanifolds with parallel Vfv satisfying VxVyti= 
- О, then we get a subclass In the class of all semi-symmet­
ric Mm in E*„ This subclass contains all Mm with paral­
lel 4t, which are characterized by Чк - 0 and called sym­
metric Hm in E"" [з!; intrinsically they are locally 
symmetric Riemannian spaces. 
On the other hand, it is obvious that all submanifolds 
with flat van der Waerden_- Bortolotti connection V are 
semi-symmetric, because R(X/V)=0 for them. 
Semi-symmetric surfaces (m =2) in En are classi­
fied by J.Deprez who proved the next theorem. 
Theorem 1 (J.Deprez [2]). A surface M2 in En is se­
mi-symmetric, iff it locally coincides with (1) a sphere 
51 or (ii) has flat V , or (iii) is an isotropic M'2- in 
E""(n.^ тл-З) with Hx - 3 К > where И is the mean cur­
vature vector and ~K is the Gaussian curvature. 
The surfaces Г*\а with parallel Wr in En are clas­
sified independently in [7] r see also [9]. 
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Theorem 2 (see [7]). A surface in Ел has a paral­
lel Vfv iff it locally coincides with one from the follo­
wing list: 
plane E11 , sphere cylinder 51(г)Х E , Clifford torus 
S1(t)xS1(t'), Veronese surface V* С S^(t) с Es (these have Vl-0) 
products: C(o)X E"1, C1(a) X S*1 )̂, C1(a.) X C1(a'j, 
where СЧа) is the plane Cornu spiral (or clothoid; a. is 
the constant ratio of the curvature and natural parameter): 
products: Ĉ (a,t)xS1(V)( C'g (a,t) X C1(a'j, 
(o,t) X C5 (a.',%'), where (ci, -г.) is the spherical Cornu 
spiral on the Sz[t) ; 
surface B1 Cc,t) С S3OOj generated by spherical binor­
mal s of a twisted spherical clothoid (i.e. of a line in 
S3(t) with geodesic first curvature 'k^ = сл and geodesic 
second curvature — i \ ). 
Note, that the Veronese surface belongs to the class 
(iii), all other surfaces listed here, except S2(t) belong to 
the class (ii). 
In the following all semi-symmetric submanifolds 
in Em+2* (i.e. with codimension ^ 2) will be classified 
and all submanifolds with parallel Y-fv will be found out 
among them. Particularly all semi-symmetric hypersurfaces 
Q n. - m+1) will be described. 
Note that among all submanifolds with parallel V&. the 
hypersurfaces are listed in [?J . 
2. Preliffi'iT'ttries. We use the apparatus developed in our 
previous paper [6l. If we associate the orthonormal frame 
{x, in Е™1^ to the submanif old M"1, then in 
dx - со , cLe-J - co^, co-J + — О (2.1) 
we have сСГ = 0; oc£ = • cc J , j i 811(1 8et the 
curvature 2-forms of the levi-Civita connection V : 
Qjl = dlcot - со" л =-2 с0<л^е (2*2) 
and of the normal connection, 
51? = ä(z£ - о/ ЛСО̂  - - X elL «Г АсОг. (2.3) 
The semi-symmetric is characterized by 
521 = 0 (2.4) 
and tAm with parallel vK by 
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V^=^(w , <<=0S (2.5) 
where V is the covariant differential operator of the ran 
der Waerden - Bortolotti connection. 
Taking l =() in (2.4) and summing over Л^...^гл 
we obtain, due to 2^ +52^ =0 that 
= 0 (2.6) 
Lemma 1. A two-oodimensional semi-symmet ric submani-
fold in Em+2 has flat normal connection V"4 
Proof. Proa (2.6) due to"52^ -+ 52^ =0 it follows that 
" 0. 
If ИФ0, then =0 j if H=0 then the result (Theo­
rem 2(iii)) of [l] gives for aemiaymmetric that A =0 
and therefore 52^ =0 > too. Lemma is proved. 
It follows due to (2.3) that for two-oodimensional se— 
mi-symmetrio submanif old two matrices II II _ where <X = m -t-1 
. a ' 
or cx , commute and they are simultaneously diagona-
lizable by orthogonal transformation. Thus a frame exists 
in each M"1 so that 
^ =KSid- (2.7) 
The vectors are called principal curvature vec­
tors. 
Note that (2.7) holds sufcuanifold M" in Ел with 
flat normal connection V-1- in a suitable frame field. 
Lemma 2. A submanifold Mm in E* with a flat nor­
mal connection is semi-symmetric iff its every two different 
principal curvature vectors are orthogonal. 
Proof. From (2.2) and (2.7) it follows that 
- -<fe- , C^Al/0J (2.8) 
and now (2.4) is equivalent with )<^v fej > = 0. 
Lemmas 1 and 2 together yield the next consequence. 
Proposition 1. A semi-symmetric submanifold M"1 in 
Em+1 has principal curvature vectors, for which only 
the following possibilities can occur: 
A(.P) : \ = - •• =^f = ̂  *0 > 4r+1 = ...=:-fem=0/ 0$p -Sm, 
e(.v,cp : 
KR -L KX , FEPN+1 = ... = Т̂ = 0, Р^ФО, 
1 
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The problem is to give a geometrical description of the 
submanifold for all these cases. ?or this the concept 
of type number or rank of a sub_sianifold is needed. 
The second fundamental form ; (X,V) -> (X, Vj = 
- fa* X' yJ defines п-гл symmetric endomorphisms A* : X 
-) А^(Х)=Л К:' XJ . The type number of a submani­
fold in E" is the maximal integer г, for which the­
re exist t vectors X1;X^ . so that (n-m)fc vectors 
A^CXo) are linearly independent (see [4] , Remark 17). 
This t , which is at the same time the rank of the system 
of 1-forms a};. = liy CO J , is in [l l] called the rank of 
the submanifold fAm in E"". It is shown in [11] that the 
open part rLlm of M1" > on which rank "г. is constant, has 
the next property: the set of tangent planes E™= [oc.T.(iTj] 
in all points is a -Z -dimensional submanifold in 
the Gressmannian manifold G (m, A -m). if t <m , then in-
mersed "U.m is generated by the open parts of -^-dimensio­
nal planes and E ̂  is the same for all points t of an 
arbitrary fixed generator, i.e. these generators are cha­
racteristic for < E™ ' x 6 IC"}. 
3. Subclass A(p) The case ^(o) is, of course, the 
case of m -plane E"" in Em* . In the case A(m\ every 
point of M"1 is totally umbilical and therefore we have 
a sphere S'"°1) • 
Proposition 2. A submanifold in is semi-
symmetric of type А (-л iff it has rank '. 
Proof. For semi-symmetric M™ in tm ̂  e! type A,1; 
we have 
-1 7 a ' „" - ,r. ,, , 
Ьх. 4 GC t-Л-' — V ^ ^ ' К V 
Therefore the rank Is 1, 
Conversely, if M™ ы с bss rank , then frame 
rectors &-x -i •• • can he directed .La she characteris-
5 ic and we have < < ч 1 . < _ . > < „ _ 
-О, Vu . - U , Ь..,„ *U, 
Thus XA is semi-symmetric due to Lemma 2 and corresponds 
to the case А(к) • 
?Jote that every submanifold ГЛ' ' in En of rank 1 is 
semi-symmetric. Really, the second part of the previous 
proof is valid also in a more general case of t instead of 
of Е™"1,2 
Proposition 3. A submanifold in t is semi-sym­
metric of type Afp) , Л < f m , iff it is either 
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(i) a product of a round conic hypersurface C^'of 
rank ф in a and a plane ^ orthogonal to 
E^+', i.e. is a right cylinder on some regular part 
- ЛрЦ , + 1 ,— ГГ ИГХ -t-Z 
of С1 in E СIt ^ or 
(ii) its limit case, when instead of round cone we 
have right cylinder Sf X E"1, i.e. Mm is a right cylinder 
on S1" in Em+1 d Em+1 or its open part. 
Proof. For Mm of type it follows, that 
co£=4*co~, co*=0, (3.1) 
where a = И , • • •, f = ? +*-, • ^ • 
By exterior differentiation from (4.1) it followe that 
idk*+• )Л00а - -к oc£ AWU = о , 00a A 60^=0. 
This implies due to the Cartan lemma and л > 1 that 
d-fc" + О5^+5рХиСЛи')=0, =X^0. (3.2) 
The same procedure gives now 
dX^X^C^-V^n. (3.3) 
Differential system uT = D , (3.1), (3.2) and (3.3) ie total­
ly integrable. 
From (3.2) it follows, that vector к = e^, ie invari­
ant in every point ос £ M because 
JA =~-kX + (X^to4)^ . 
The frame part in T^. (fy\m) can be restricted so that -вт+i |)žj. 
Then &т"и40, •fem'rt'= 0 , — 0 and =0 due to 
(3.2). Now dLem+a —0 and therefore Mm lies in a hyper-
plane Em + " with normal vector • 
From (3.3) it follows that vector = 2Хие^ is invari­
ant in every point з: £ M"1 because 
+(\wu)l. 
(i) Let i Ф0. The frame part in Тх (м"1) can be re­
stricted so that ef+1 (l-C . Then Xp+1 40, XUi-0 > 4,= [>+!,... 
. . . , m and therefore, due to (3.2) and (3.3), 
cõU( - О-, 0} (3.4) 
Next we need decomposition theorems of [б]. From (3.1) 
it follows that H* = — -fc0* and therefore — 
— — 0 . Thus in the first decomposition theorem we 
have *=Я, is spanned on ey and Az , on 
which -?i_ vanish, is spanned on <2«, • Decomposing 
Д, - where is spanned on e +1 and Л[г) 
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11*  
on .. N em , we see from (3.4) that A* = Д,, Ф Д%] 
and 4* = Л^г> are parallel In the Levi-Civita connection V 
on Mm. Due to the second decomposition theorem Mm is 
the product of the leaves of A* and • Obviously, the 
leaves of Aare parallel planes, due to (3.4). 
It remains to describe the leaf of A* For it 
dx = 0)X+ ̂P+4-H i +*™V^,(3.5) 
dep^H = GO ^ ^ e«- (3.6) 
therefore c((oc-X ep+1)-0, i.e. there is a fixed point 
q with radius rector ac — X^, ep+1 ; the leaf consists of 
straight lines, passing through (3 and consequently is a 
oone. Orthogonal section of generators of the cone, i.e. the 
maximal integral manifold of co^ H= 0 is a totally umbili­
cal submanifold and therefore a part of a sphere ST. Thus 
the leaf is a part of a round hypercone (i.e. hyper-
cone of revolution) of rank -f with vertex Q -
(11) The case £-0 oan be considered as limit to the 
prevloue case, when -i-^0, i.e. X.+1-?0. Then the vertex 
of the oone CT+1 goes to Infinity and CP+1 tends to Spfr)X 
X E \  
Conversely, for a round hypercone C^+ in Ef+2, if 
we denote the abscissa of a point тс £ C^1 on the genera­
tor (with origin in vertex) by Х^Д and the lenght of nor­
mal Interval from :r to axis by -IT^we have (3.5) and 
(3.6). Therefore conditions are satisfied. It follows 
that the product Q?+1 xE"1'?'1 in E""1"1 is eemi-symmet-
rio (see Lemma 2 and [б], Lemma 5). 
The same holds for S^xE" ̂ in Ew +1. Proposition 3 is 
proved. 
4. Subclass . We start with the case у - <j = 1. 
Proposition 4. A submanifold Mm in ±B semi-
symmetric of type iff it is a Mm of rank 2 with 
flat van der Waerden - Bortolotti connection V. 
Proof. In the case B(, 1-forms COt 10J are the 
following: 
°< 0 °< Л 'к p 2. o< 0 
OCX, =1^00, , СО,Х=0, = (4.1) 
idle re 
•fe,9^ #0 , "Чг= % "^1-1 kz 'y (4.2) 
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Now the necessity follows from definition of the rank, from 
Lemma 1 and (2.8). 
Conversely, let NV" in E"' have rank 2. Directing fra­
me vectors •£•$,••• ,в-гл in characteristic we have 
col = Cfe C0£, ЬО*=0 ) a,g=4, 2 i U = 3,..1(rr.. 
If V is flat, then Mm is semi-symmetric. A transforma­
tion of frame exists, which gives (2.7): 
= 0 , and now from (2.8) and 52^ = 0 
it follows, that (4.1) and (4.2) hold, i.e. in Em 1 is 
of type &<yuy 
Note that from our result (fsl, Theorem A) it follows 
that immersed ГА" in the situation of Proposition 4 conaits 
of (m-2.) -planes in E rn~*z passing through the points of 
a M2- with flat V in direction of a field of normal 
(.m-2) -subspaces, parallel on in the normal connec­
tion Vх. 
Before proceeding to the case p"> 1, <^ = 1 we need 
some preparations. 
Let a one-parameter family of spheres Sm with an enve­
lope Sm be given in Em X. If in every point -хб Sm the 
orthogonal trajectory of the family of characteristic spheres 
Sm_1 has the property, that its principal (or 1-st) noraal 
is orthogonal to the hyperplane Е™"*"1 of the family sphe­
re S' , passing through x, then we say that the envelope 
S™ is of orthogonal type. 
More general, suppose we have in Em+'2' a one—parameter 
family of semi symmetric submanifolds Mm of type A(p+1> 
in hyperplanes (i.e. of S^+1 X Em P 1 or CpVixEm~P_1, due 
to Proposition 3). Let this family have an envelope ГЛ" con­
sisting of characteristic cylinders f 1 or С'"хЕП1~И' 
If in every point ^ the orthogonal trajectory of the 
family of these characteristics on has the property, 
that the (m-f) -plane, spanned on the generating (m->p -la­
plane of the characteristic and on the principal normal of 
the trajectory, is orthogonal to the hyperplane of the fami­
ly submanifold , then we say that the envelope tv\m is 
of orthogonal type. 
Proposition 5. A m -dimensional submanifold in E 
is semi-symmetric of type В /1) , Л < -p < m, iff it ie a 
regular part of an envelope of orthogonal type of a one-pa­
rameter family of semi symmetric submanifolds M1* of type 
Alp«-'V 
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Proof. Having in a m -dimensional semi-symmet­
ric submanifold of type R(.p,0 and taking and colline-
ar to V-j- and respectively, we obtain the next equations: 
rj л mtl o. m-t-l mtt „ . ?+< M л , 
ob -0, cOy. -эех ̂  ' CA* — -0, - ̂и-Съ ; ccu- и, (4• 3) 
where э€хФ0, хЕФ0 j a = 'I,..,, p j u = -p+2,-• • ,n i * = m-H,rn+2. 
The last equations (4.3) give by exterior differentia-
tion 2^Лэ€хсОа = 0, сЛ^АзецгСД^^О 
and hence by the Cartan lemma а. ч К p+i pt-t 
OOu = Ko.i ̂  , 00^ = ̂ of , 
where Xucxi Prom equations (4.3) containing л«х 
and эеЕ as coefficients we obtain 
CS^dLse-.-*- ххХъ,ал :о^)Аи^ + aej-tO^ 1Atop*1= О, 
Р"Ы CL FT "LT СЧ 
С0а A 00 + (_d'«Jr+Aar =0 
and hence 
^>oJb Uv — Y"cutsc * 
Р И  € . Л  Р-Н 
cOa — —уМ-сЛ CO 4- cc > 
JaeK -+3eirHicou = 3e3r'ilcc;a +эег̂  со'>и, 
where "У^с Etnd /Act£ are symmetric in all their indices. 
Since .jj> 1 we can take афё and then 
Xuai =/*cJL -'Ч'оЛс - О Саф4). Taking а = 4 we obtain 
сЫг -V эег Xucto.C0u = Ч'с,л^а'+ Э€3_/аиас0р+1 
for all f> values of index а . Therefore 
dt/n xr = уСсСС''^4- Хц CO4; 
слС = ̂ ^^сор'1 
d. 0П. эе̂ - = of + I GO1* 1— Ki 00U 
where /*. =/Xx11 = . = ... = ̂u-pp • 
From the middle equations (4.3) it follows that 
t> *i p n\-v1 .ex. --Ч 
д<зГ СА)а A 00 "t" dCj- GvlYV+-2 ^4^/u — 
p+1 _ n\-M p *-1 r\ 
OO^ AcO 4- ^jr OOfix^-2 " 0. 
Here the last equation gives 
m-H ,, ,<? .v p м 
*r Wm+a - эех Г, W — X oo 
If we substitute it in the first ф equations we have 
.и + aex X - 0 , 4^ - О. 
Consequent ly 
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ci^naeT = + X^CCi"11 (4.4) 
% Cär1 - УиС0и (4.5) 
p t- t а о о p>1 Р-Н rn-t-2. Э€д; Pv* f _ , x 
üCa =-ул<Л , CCu=Auto , = KiW , Wm-H - эгхЛМ * 
Prom the first and the laert equations (4.6) it follows 
that 
cl/x. = - (zA + Л^Ли>^)сО —yuX-u_oõ . (4.7) 
The middle equations (4.6) give 
clXw 00^~ -^гс^ ^ С CO , (4.8) 
d << = (Сл£- J4. «f ) + %_ C0P + 1 (4. 9) 
Now (4.4), (4.7) and (4.8) Ъу exterior differentiation 
lead to identities, but (4.5) and (4.9) give m -f covari­
ant a with secondary forms and d V""u . Therefore semi-sym­
metric submanifolds of the type &0TM) ̂  exist with 
arbitrarity of m-<f> functions of one variable. 
Let we go to the geometrical deecription and start with 
the case f — m-1 • Then we do not have the index гс , i.e. 
u, takes the empty set of values, an for this submanifold 
of the type in Emv:l we have 
dlx = + uf-em , (4.10) 
d.6a = Сл)п + W (4.11) 
jL€m=yUOOa' â. + C0m em+i, (4.12) 
It follows that each of maximal integral submanifolds of 
the totally integrable equation iv™ = 0 ig a sphere Sm-i 
(with curvature vector - + 86r ) or its part. 
If ,i<- t U then ci (:x -^1;•• д - ufV^+j , i.e. 
along this sphere S , r i  1  the point with radius vector 
К ~ Art* is fixed. Therefore the tangent lines to our 
submanifold in all points of S™ ' generate a round cone 
with vertex in this fixed point and there is a sphere S'11 
with radius X~ and centre on the axis of the cone (the 
centre has radius vector -x. +- -xZ" 0.^+x. ), which is tangent 
to the cone and also to the considered submanifold along 
3 . If .« -b then instead of the cone we have a round 
cylinder, but a sphere Sm 1 with properties mentioned above 
exists as before, It follows that the submanifold is the en­
velope S л of one-parameter family of spheres Sm. Ortho­
gonal trajectory of the family of characteristic spheres 
is an integral line of the system w1- 0. From (4.10) — 
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(4.12) we see, that its principal normal has the direction 
of £«1+1 and therefore in every point S" is ortho­
gonal to the hyperplane of the family sphere Sm, which is 
spanned on ac and vectors , em and em + 1 . Thus 
the envelope Sm is of orthogonal type. ^ 
Conversely, if we have in Em* such an envelope Sm 
of orthogonal type, then Sm consists of characteristics 
Sm_i of family spheres Sm. Specifying the frame so that 
are tangent to Sm and e.m normal to S 
we have 5^4 , where a, € = 1,..., m-1 ; ч - m-И^ m+3. 
Since tangents to Sm along Sm_1 generate a round cone 
there is a point with radius vector x , which is 
fixed for a given Sm i.e. d. (ас-Д е.* ) =0 if com = 0. 
cl л ex. < ci Q л 
This gives that o0 - = л cO end De­
noting = and ^4=^ we obtain for orthogonal 
trajectory of the family of characteristic spheres 
(i.e. for cOa= 0 ) that = со™€т, de^ = go"1 (Xa-eA+ Чс )• 
As the principal normal of the trajectory, having direction 
of Xa-e^ + &jr , is orthogonal to hyperplane of Sm, spanned 
oil iC Sm and €i and > we have ><" = 0 and 
< fer -0. The last equality says that Sm is semi-
symmetric (see Lemma 2). So the proposition 5 is proved for 
type • 
Next let we describe semi-symmetric m -dimensional 
submanifold of the type in E , i.e. supposing 
/^•=n\-S.. Then ie takes only one value -p+2=m. If 
we denote = X and = У we have 
ctx = wX + B,+^ + <xTem , (4.13) 
dlea= oolei •+• (л)а(ухерИ -Хег>,+эг1€гп+1)у (4.14) 
=/<• W^a. 4- GcT +3en:«mu), 
JLem = Хсоаел + Vtop^ ер+/| . 
The equation GO1"*1 =0 determines a foliation on the 
submanifold, the leaves of which are in the case X + 0 
the round cones Cm-i, as we see by comparison with (3.5) 
and (3.6); in the role of -fe in (3.5) we have now 
— и. б-р-М + • 
Let we consider tangent line to the submanifold, ortho­
gonal to the submanifold, orthogonal to Cm~1 (i.e. having 
the direction of tp + i ), along the parallel sphere S"1 A, 
determined by od"" - 0 on the leaf С - Aa in the previous 
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part of the proof we get that all these tangent lines Inter­
sect In the point P with radius vector + < , If 
yU 4-0 or are parallel, if yU-0 . Therefore a sphere 
S""1 exists, which is tangent to the submanifold along the 
sphere Sm"J. These spheres Sm_1 for all parallel sphe-
SfY\—Я. - zx<\ —4 z-x ГИ of a roun cone V generate a round cone С , 
which is tangent to the submanifold along Cm~'1 . It followe 
from the fact: points P for all these S1""2 lie on a 
straight line through the vertex Q of the cone Cm" , as 
is easy to see. Thus the submanifold is the envelope Cm 
of the one-parameter family of round cones C"\ 
An orthogonal trajectory of the family of characteris­
tic cones С""' is an integral curve of the system cOa = 0, 
ixT1 - 0 and along it we have 
d-Эс — -S-p t-i , — CO^ (- V Sm + ЭСд. 
So the principal normal of this curve has the direction of 
The family cone C*m lies in the space E spanned on 
a point x£Cm and vectors еа,ер+1, em , em +1 , where 
em goes in the direction of the generating straight 
line of Cm passing x Thus the considered submanifold 
the envelope Cm of orthogonal type. 
Conversely, if we have in Е™"1"2 an envelope Cm of 
orthogonal type, then Cm consists of characteristics 
C m 1  o f  f a m i l y  c o n e s  C m .  L e t  w e  s p e c i f y  t h e  f r a m e  s o  
that its vectors e,, ...^т-г are tangent to parallel 
sphere Sm~a of the cone Crt>~'1, the vector (=€рн) 
ie tangent to Cm  and orthogonal to С"" - - 1  and 4-m 
has the direction of the common generating straight line of 
the cones Cm л and Cm. 
Let X 1 Ъе the distance from х to the common ver­
tex of the cones Cm 1 and Cm . Then d. - X ) = 0 if 
=0 and this gives that = и'СО,>"И) с 
I.e. - О , where o<-m-t/1, m+-2. . Due to 
the umbilicity of Sm~A we have 00^ = -u со"" , oo^ 
u£ = -<4wa. Mow 
=/A cc -ECV+ u;p + 
where we have denoted p+1 - "^tr . Here 
lies on the common tangent m -plane of Cm and family C" 
and therefore the component of d-£p+1 , normal to C™ , 
must be zero if x moves along the generating straight 
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„ine. Therefore —0 > thus С"1 has flat V-1- and 
among its principal curvature vectors nonzero are and 
. Since Cm is of orthogonal type, these -fer and -кк 
are orthogonal and due to Leama 2 Cm is semi-symmetric.So 
the proposition 5 is proved for the type 8(m_ji 
It remains to consider the general case of r n  -dimensio­
nal semi-symmetric submanifold of the type B(pj i) in Em+a. 
Jor this submanifold we have the equations (4.3)-(4.9). Now 
che equation =0 determines a foliation on the subma­
nifold, the leaves of which are semi-symmetric submanifolds 
Mm"' of type in hyperplanes, i.e. products С1>ихЕт"г 
(or their limit cases Spx Ет~Р-1 ). jf we take in all points 
of a fixed parallel sphere of a cone Cp+1 the tangent 
atMight lines to our submanifold, orthogonal to this M™"1, 
:hen we see that they intersect in a fixed point P with 
radius vector x. - ер-н (or are parallel, if yU. — О ). 
Therefore a sphere Sp+'1 exists, which is tangent to the 
submanifold along the sphere S1*. These spheres Sp+1 for 
all parallel spheres ST of every fixed round cone С 
generate a round cone Cp , which is tangent to the sub-
sanif old along , Thus the submanifold is the envelope 
Mm of the one-parameter family of semi-symmetric subma­
nifolds i4̂ "1 of type in E"*"1*2. 
A.n orthogonal trajectory of the family of characteristic 
submanifolds Mm-1 is an integral curve of the system оОя=0, 
oo4 - С and along it we have 
cxX — (aV j — GO t — + Э€1Г Угл -t-JL • 
•Sc .its principal normal lies in the (m-t>) -plane, spanned 
on generating 1) -plane of characteristic submani-
f  ana on the vector • The last vector is orthogo­
nal to the hyperplane of the family submanifold M.m and 
с hue the envelope IW" is of orthogonal type. 
Conversely, if we have in an envelope of 
orthogonal type of a one-parameter family of semi-symmetric 
submanifolds iMm of type A(j,+«) in hyperplanes, then it 
is a semi-symmetric m -dimensional submanifold of type 
В1) - To prove it, we have to repeat the previous argu­
ment s (in case of type ) with light generalizations. 
The Proposition 5 is proved. ^ 
Proposition 6. An submanifold Mm in E is semi-
eymmetrlc of type Всг ̂  , p> 1, 1 , iff it is a regular 
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part either (i) of a product of two round hypercones С" *' 
and C^+i and a plane Em_ P 1 Z or (ii) of its limit case: 
product of CP"1"", and Em P ^ ̂ or (iii) of its limit 
cases product of S1^ and E™1 P 'K 
Proof. Having the case ^ , p> 1, <^> 1 and taking 
em+1 and ет+л collinear to 4tx and , respectively,we 
obtain 
^ г*\-И <a1 ГЛ+1 . m+a. cu o< 
cc=0, toai =эегсо , toQl = <4^ -0, -3e.ffto , to^=0, (4.16) 
where ^фОу оеж£0 ; a,--!,f i "г = ?+*>•.., p+<J. > u= p.t-ijH;...,m. 
From the last equations (5.16) it follows that 
"•1 x „ .4,- г 
ton ~ to , to^ — XUQigato! , 
where the coefficients are symmetric with respect to their 
last two indices. Now the others equations (4.16) give by 
exterior differentat ion 
( Ъ л̂ Лте.т JrXz\Ucx̂ i(S)U)AU)эе-j-GO^ A to ' = 0, 
A 00 + эвд- AGO — 0, 
эехсо11 AU) - 5a2^^eff C0mt1 AGO =0> 
- 3€c ^7, ago ' + C^^CAXjj. +3eK Aua^oo'*) Л(л)1а = 0. 
Using the Cartan lemma and inequalities p-) 1, 1 we ob­
tain (details see in the prood of the proposition 5) 
d(lr\.aer - - Xru to , сДпЭеЕ = - , 
00^ = XIuto=1, = 
Zx r. <y\+X 
CAJa, ~ 0 > CVmti — 0. 
Prom these equations it follows that 
•АХГь_ = xxv_ (u£- ХГиСлЛ, 
d^Xjr^ — Хд-у. (tou~ Xjr ы со J 
2xrvxKU = 0, 
Hence two vectors r̂-2XIveu and ^-2Ve« are 
orthogonal and their directions are fixed on every plane 
leaf of the foliation Дi , determined by cOa" = Сл5а^ = 0 . 
Let lix = ?„. = (). Then дег = u>\st z «д-= ocmst., 
tou = OOu.1 = cof^ — 0 , i.e. foliations А | and are 
parallel, where /1, and /Зд. are spanned on 6.p and 
dr t"i J • •< ' respectively. Thus we have (iii). 
Let £r Ф0 and £ir Ф0. We can take and col­
linear to (r and , respectively. Then Xrt<i = Xrm=XjrUi-
"Лйт-|~Я ЛГпг.-, =ХгФ0 , ХЛГг„=ЛЕС-фО) Where -u, = p+tj + 1,, ... 
72* 
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.  ,  m-2 . ,  and thus <л>^ — - CO«* = = w.n-<~ ̂ Qi _ ̂ ei ~ 
= oO 1̂=0- Therefore Л* = Д,ФД)|1,; A* = Дг®Aj * and Л*=^з ' 
with spanned on в-m-i, -A^' on em and on 
«m-i are parallel foliations. Comparing with th 
the proof of Proposition 3 we have (i). 
The intermediate case ^40, 2^ = 0 gives analogously 
(ii). 
The converse follows from Proposition 3 and [б], Lemma 5. 
5. Classification theorem. Proposition 1-6 give the full 
classification of semi-symmetric submanifolds M"1 in E"1"^ 
and geometrical descriptions of all possible cases too. 
To get all semi-symmetric submanifolds is sufficient to 
find all irreducible semi-symmetric submanifolds and then to 
take all their products and extendings of the ambient space. 
Classification theorem* (for codimension ^ 2). Every ir­
reducible semi-symmetric submanifold И" in Err,+1 or 
(m>l) locally coincides 
with one of the following irreducible submanifolds: 
1) sphere Sm 2) round cone Cm or 
with one irreducible component of the following submani­
folds: 3) with rank 1 in E4) with rank 1 in 
E"4+1 5) with rank 2 and with flat van der Waerden -
Bortolotti connection in Ет+г 6) the envelope of orthogonal 
type of one-parameter family of submanifolds p 1 in 
Em+1( 1 < f> S rn, 7) the envelope of orthogonal type of one-pa-
rameter family of submanifolds Cfl'1xEm"rJ in Ern+i, 
Л < ^ m-1 . 
Note that subclasses of with parallel A. or V-fv 
in these classes 1)—T) are found out in [9]• 
* We have here to correct the formulation of Theorem 3 
in [5] , where this classification theorem was announced. The 
cases (6) and (7) in [5] are not the general ones and must 
be replaced by the cases 6) and 7) below. 
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КЛАССИФИКАЦИЯ ПОЛУСИММЕТ№ЕСКИХ ПОДМНОГООБРАЗИЙ 
КОРАЗМЕРНОСТИ ДВА 
Ю.Лумисте 
Р е з ю м е  
Подмногообразие в Ел называется полусимметриче­
ским, если R (X,V)^ - О, где — вторая фундаменталь­
ная форма и R — тензор кривизны связности V ван дер 
Вардена - Бортолотти; равносильное условие: VxVyli симмет­
рично относительно X и V. . С точки зрения внутренней 
геометрии полусимметрическое подмногообразие является полу­
симметрическим римановым пространством. Доказывается, что 
при m > 1 и каждое m -мерное полусимметрическое 
подмногообразие в есть либо одно из следующего списка, 
либо их произведение: 1) сфера Sm, 2) регулярная часть 
прямого конуса С" над S"1-1 > iM™ ранга 1; И" ранга 
2 с плоской V з огибающая 1-параметрического семейства ци­
линдров SP1"1 х Е"1-?-1, Kf Jm-1, у которой каждая 
ортогональная траектория семейства характеристических 
5? X обладает свойством, что (т-^-плос­
кость, натянутая на образующую 1-плоскость ха­
рактеристики и главную нормаль траектории, ортогональна к 
гиперплоскости, содержащей цилиндр семейства; регулярная 
часть огибающей семейства цилиндров C p + 1  х Е т" р  х, у ко­
торой каждая ортогональная траектория семейства характерис­
тических С?их 1<р<.т-2,обладает свойством, аналогич­
ным вышеуказанному. 
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С ДВУХ КЛАССАХ ПОДУСИНМЕТРИЧВСНИХ ПОДМНОГООБРАЗИЙ 
К.Рийвес 
Эстонская сельскохозяйственная академия 
I. Введение. Подмногообразие Л m в евклидовом прост­
ранстве tп называется подусишетрическим [II , [2] , 
l 3  ]  _ _  ( и л и  п о л у п а р а л л е л ь н ы м ,  с м .  [ 5 ]  ) ,  е с л и  R  ( l b )  А  -  С ,  
где R является тензором кривизны связности ван дер Варде-
яа-Бортолотти V и А - второй фундаментальной формой 
А!т . Частным случаем является подмногообразие Л m с па­
раллельной третьей фундаментальной формой л, •= . т.е. 
- ^'XЛ -0 ̂ (см. L4J )» как следует из тождества 
Y-,, А = R(3F, B)H. 
3 L 2 ] даются условия (анонсированы в LI j ), при ко-
пш полусимметрическое подмногообразие Лm разлагается 
-я. произведение полусимметрических подмногообразий меньших 
аэмерностей. В [3] (см. также Li] 5 перечислены все не-
••яводимые полусимметрические подмногообразия Л"1 кораз-
уадости <4 , т.е. лежащие в £ т> : среди которых выде­
лены модмногообразия с параллельной <*, . Решение задачи их 
^ассийикации облегчено обстоятельством, что полуснмметри-
сиое подмногообразие коразмерности 2 кмеет плоскую нор-
л ь н у ю  с в я з н о с т ь  (  [ 2 1  ,  лемм а  I ) .  
i. настоящей работе изучается строение полусимметриче-
• :.кя подмногообразий двух частных классов. Известно, что у 
сдмногообразия Л!в Е" с плоской нормальной связно­
стью 7 все вторые фундаментальные фор» А „ < ?),*;> 
относительно любого нормального векторного поля приво­
дам одновременно к диагональному виду ортогональным преоб­
разованием касательного пространства Тт Mm 5 v е 1Л"\ 
Этим определяются главные векторы кривизны к m так, 
что < <; , ̂ > являются диагональнши элементами для A t, 
i  ̂4n~i . При этом векторы к; могут встречаться с 
кратностяа, большими чем I. 
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Теорема I. Полусжшетрнчесное подмногообразие Л"1 с 
плоско! нормально! связностью Vх в £ п , у которого все 
главные векторы кривизны отличны от нуля и имеют кратности 
m s  ̂2 I является произведением т?-мерных сфер "b 
или его частью, где >̂ = 4,..., г ж i. . 
Друго! нам результат относится к подмногообразиям М"1 
с параллельной •* 3 . В [4 ] доказано, что каздое такое 
подмногообразие Пт размерности m з- 5 в Ет*2 является 
произведением подмногообразий меньших размерностей. Этот 
результат допускает следующее обобщение. 
Теорема 2. Подмногообразие Л7"1 с параллельно! тре­
тье! фундаментально! формой ы5 и с плоско! нормально! 
связностью Vх размерности nî >, 5 в £т,г-'у1 является 
либо сферой m , либо произведением подмногообразий мень­
ших размерностей. 
Заметим, что в силу лешы из [4] эти последние под­
многообразия имеют также параллельную * ъ и плоскую нор­
мальную связность. 
Из доказательства теоремы 2 следует, что классификация 
подшогообразий Мт с параллельно! =< 3 и с плоской 4х в 
Еп при п $2т-1 сводится к нахождению неприводимых под­
многообразий (т.е. не разлагающихся в произведение) с 
этими свойствами размерности ^ <m и коразмерности sm-1, 
причем такие могут обладать лииь однократными ненуле­
выми главными векторами кривизны. В выяснении последних 
сделаны пока только первые шаги при m = 5 (см. [4] ). 
2. Аппарат исследования. Применяется метод подвижного 
ортонормированного репера, адаптированного к подмногообра­
зию Л m с Б п . Произвольный элемент {х, е1;...,ет, 
этого репера является элементом суиш ©Мт & 0х Л"1 глав­
ных расслоений е-Л"1 и £>х Л m ортонормированных реперов, 
присоединенных, соответственно, к касательному и нормально­
му расслоениям Т"мт н Т1 Лт . Пр* этом в Г/ч"1 и 
й>л т имеется связность V Леви-Чивита, а в i 1и 
&1 - нормальная связность VJ . Их пара V = ( 7, V1) 
является связностью ван дер Вардена-Бортолотти в I TJnm 
в 0Л1т в O'M1" . Справедливы форцулы 
c i =  е k  t u -  .  = 1 , . ,  л  ,  ( I )  Ci 1  - e T cv cl c3 
где oo* + О . Отсюда внешнее дифференцирование 
приводит к 3 х j 
с - -- tv * 'Ч С' К с С с - ;  = U' /х - V . (2) 
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Адаптация дает, хром того, 
tu" -- О , UJ* = А * cv*', (3) 
VA *• 5 с<л J - А- cvf - А,; cvj - л} со - - А-к (4) 
VA* =-tiA* - A' cof - h* со' - V cokf «А? соГ « А" ,«'(5) 
V* У* ' "* V V' tik v V" ' 
где i, j , ... = 'f,..., m > <*, p,... = m-H,..., n, коэффициен­
ты At ) А ,.к сшиетртш по всем нижним индексам. Джя 
связносте! 7 ж Vх жз (2), (3) получаются структурные 
уравнения 
и со/ = со.* Л со^ > 52^ , о£си/ = uuj' Л со^ + 52^ , 
где 
S l /  ш  - ( Д. А*к ft«,) со"лсо« 
il 
^4 = А."с. Л? Jco'AW' 
(6) 
л: 
являются 2-формами кривизны этих связносте*. Если 5lJ -О , 
то говорят, что подмногообразие М1" имеет плоскую нормаль­
ную связность V1 . Тогда все матрицы Н* = II А *• II по­
парно коммутируют и поэтому приводимы ортогональными преоб­
разованиями в &̂ Мт одновременно к диагональному виду, 
т.е. можно достичь, что А*. = к* . Векторы к к~ е„ 
являются главными векторами кривизны подмногообразия /Ч""1. 
Вели выполняются условия 
А;, я:- * 52; -A.f.ß; .о, (7) 
то подмногообразие Al"1 называется полусшчетигаеским. Из­
вестно, что если в этом случае 7х является плоской, то 
главные векторы кривизны <• а = т) попарно либо сов­
падают, либо взаимно ортогональны (см. [3] , лe*ui 2). Го­
ворят [4] , что подмногообразие Мт имеет параллельную 
третью фундаментальную ФОРМУ <* ä , если V = О . Тог­
да 
У еи --- 2. е,< е,, е„. >со" + е. , со*, (8) У 6 е- d » dK '
' ey« " - "е™ е с < , е^е> °°Л; 
где е, г А * ел , е-. - А"1., е„, (см. [4] ). 
d d d У 
3. Доказательство теоремы I. Так как еу. = С, kv , то 
соотношения (8) принимают вид 
ct< (Г, -> (к, - к. )со/ - - 5" . 2. е, < к,- «г, ><х/ *е „cv'(IO) 
О d *d £ c c \J f ' 
/0 97 
где e,ve симметричны по нижним индексам. Пусть <-? про­
бегает множество индексов тех е: , которым соответствует 
mf -кратны* главны* вектор кривизны -f. 
Если L *' ? ) d s • *° 
= Jv ecs. w#r + ei'jVcv£- ih> 
Так как mt > -i , то существуют неравные t'f . Тогда 
Sifjt = О и, следовательно, е1;̂ е = о как только 
с\ . В силу *,'{ = k-f в равенстве (II) нет зависимости 
от значения i% ; в частности е ̂ с L = ed s J? t . Взяв 
здесь t't и t~i% , получим отсвда в силу сюметрии 
еяе , что e,v. ,t * ed>jVt -о . Если t-4, то ЛГ" 
вполне омбилическое и, как известно, является сферой 5 
Цусть -V > ̂  . Тогда в (II) существенными будут лишь 
ev$t'(jS ( ? *&) • Обозначим их коротко через . 
Окончательно получим 
^ +  «2) 
Если в (10) L , J Ĉ *S), то 
(к - K<i)ca*< - еесо'* + е,. cud'f + 2. е • , » u/r(I3) 
где в случае г - Z  последней суммы нет. Цусть г  >  £  . Ана­
логично д*я с - s 5 j = £ т ( ̂ * г) справедливы 
(к. - k~ ) со ,? г  = е » UJ't •+ е, , со г  + 2_ е; е со^. 
! 1/ 'г ?ет г,$ Г rd® 
Отсюда с одной стороны (т ц К$ - k,j , а с другой 
стороны е,' ̂  6г II к$ - kt . Здесь к( , являются 
тремя отличными от нуля попарно ортогональными векторами, 
поэтому е', j jCv • Таким образом и при ъ>г в (13) 
последняя суша отсутствует. Кроме того, из (13) видно, что 
eSd'< ~ ^ ?j'a ^ - * i ) , eji'f - fie^ - J. (14) 
Так как <к̂ ук̂ >-0 ($*3), то < o i  к  ? • +  <  ks,  =0, 
и с учетом (12), (14) будем иметь 
< к$ - к j , к ̂ >со^ + Aj^ < Ks ,к? - к^ >codv + 
+ i-4 eut. > + <k$, e£r>Kr-°. 
Эти равенства возможны только при A?J<? - =0 , что в си­
лу (14), приводим к etj4 = =0 . Таким образом 
с - A.-« ev = О и подмногообразие Л1"1 с t" имеет 
параллельную форму *г (т.е. V°i2 = =iä ?о ). По ре­
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зультатам Валдена [6] такие многообразия являются произ­
ведениями сфер, что и требовалось доказать. 
4. Доказательство теоремы 2. Теперь в (/: ii-мерном 
нормальном пространстве подмногообразия AI" с Е ~11 глав­
ные векторы кривизны образуют множество, состоящее из т 
векторов, которые попарно либо совпадают, либо ортогональны, 
причем т > - 4 . Следовательно, существуют две возмож­
ности. 
1) Среди них имеется нулевой вектор с ненулевой крат­
ностью. 
2) Все они отличны от нуля, но по крайней мере один 
имеет кратность > 4 . 
В первом случае пусть пробегает множество индек­
сов тех е , которым соответствует нулевой главный вектор 
к р и в и з н ы ,  т . е .  k v o  =  О  .  И з  ( И )  с л е д у е т ,  ч т о  е г  =  о  .  
Далее, пусть с'г ( ?  * с )  пробегает множество индексов 
тех ес , которым соответствует ненулевой главный вектор 
кривизны к% . Из (8) тогда получим 
к со/° = е , . tu>1 
где в силу спметрни е; eö • О • Вел* существуй два 
разных отличных от нуля и  ̂(он* ортогональны), то с 
одной стороны е tj II , с другой стороны e%d„L '1к »̂ 
прячем векторы слева равны. Это возможно лишь пря е -  . е = 0  
С? *<>,). Следовательно, в любом случае  ̂
и тем с 
„ г, 
cf cv. = et. • е о « 
^ Ч  d ° ^ ч  j *  ' ̂ Ч  ~  
co,< = о, 
Учитывая теперь условие (9) при ~ (je, £f;. 
получим 
'Ч ""V« 
что после подстановки дает Аг • с = О. Отсвда 
Л ̂  £< - о . Следовательно, cv/" - о щж всех зна­
чениях f * О. 
Теперь две систем* со 's » 0 ( % пробегает все мно­
жество Т индексов отличных от нуля главных векторов кри­
визны) и wL° zO обе вполне интегрируеш, так как 
Лео"1 - -2̂  Д ж ctcol= = cod° Л соД° , Учитывая, 
что К L.o --С , а также =о пря *6* , 
= *< * < Kv Ks> т ° при . яз 
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(3), (8) я (9) джя xx интегральных подмногообразий получим, 
соответственно, 
сС-х - е1= со'° $ cte('o - си/° ; 
И 
wor = -2- С/ cJ<? ссе,' = -2_ е. со*? >2- е. , со<,а> 
"" jer ч ' ч «eir d« ' ч 3tff '?</=• J  
cte> ,i, = 5_ e„ . coir * 2_ e. , cu<T - -2_ e <e- • e, >co^+ 
? ji Г6ТГ erj^ li rsir T T t/i -nji mg> 
* -2- e, . cuZt 
ГеЗГ 4 d» ct ' 
cLe_^ f f - - 2- em < e . . e >con" + -2- em , , со" 1* -t 
f <1 t >>ejr V J'f'r ' n»"v VEIT *4* * 1 f 
. -к ni ̂  * m ̂ 
^ -2- e.' „ i со , •* Z- e • ,., со , 
veir r"1»1 je- vet lr4 j >* ет 
Отсюда видно, что /Лт является произведением этих инте­
гральных подмногообразий. Точнее, /Т" - »то щииндр, об-
раэущие которого имеет направление подпространства векто­
ров е1о , т.е. Лт - £т° х Л\т-т" , где тс - крат­
ность нулевого главного вектора кривизны, a Mm™m° имеет 
те хе самые свойства, что и Мт. 
Во втором случае пусть через г обозначено число раз­
личных и отличных от нуля главных векторов кривизны и пусть 
; выполняют прежнюю роль. Здесь существуют значения д. , 
при которых индекс  ̂ пробегает больше чем одно значение. 
Цусть такими будут  ̂*1,-s , -s» •f . Для них проходит 
все то, что сделано в доказательстве теоремы I до формулы 
(12), которая теперь имеет вид 
зСк, = ^ edv + 4 Ч ='*>••• •*• <15) 
Если г = -j , то мы вернемся к теореме I. Рассмотрим поэтому 
случав 4 <. ъ . Тогда для всех <̂ -sW, ... , t, индекс 
принимает лишь одно значение и также как раньше можно ввести 
обозначение е v„ t;.dv --e?tlV . В соответствующих соотно-Ч К 
шениях (15) в последней суше отпадает условие <*>+<{. 
Джя всех различных значений  ̂ и <5 из (8) следует, 
что 
=еч̂ ,сог. (16) 
Если таких значений только два, т.е. s«= 4 , г = z. , то (16) 
принимает вид 
( к „ - кг; си^г - e^ ,f tu 4 л е• cjd-'. 
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Если их больше чем 2, т.е. х >, Ъ , то для различных <?, ̂  t 
с одной стороны 
e'?j<r 11 к$ " к=- ' 
а с другой стороны, заменив местам* <š ж г , 
е, лI # II к« к -•>. ет S с 
Гаяже как в доказательстве теореш I, отсюда ясно, что 
=0 • Кроме того, из (16) следует, что во всех 
случаях 
e,?dV ~ ^ sjV % ' *«" ̂  
что после подстановки в (16) дает 
^ - W°'w4c>' (17) 
Применим условие (9) для , i'T, < f) с i s $ 4. 
Тогда е, , , =0 и мы получим 
2L е . cud>- =0, 
5<К ч 
что с учетом (17) приводит к х ̂  = о (л s <= $ -s; S  +  ) .  
Следовательно, = evfl,Tj«r - 0 • Применяя теперь 
(9) для kj - (tr, t,,/,. J с is ? 6-s и а + ? , получим 
Z е . cuf " о 
что после подстановки (17) дает А (̂. = о (</*<> s « •_ <? * ̂ ). 
Таким образом cj-0 (•# < ̂  s <i, ̂   ̂J . Но тогда обе 
системы to 's - с , 5=< и cj^ -0 , <5 - •* + *,..., t, 
вполне интегрируемы. Также как в доказательстве теоремы I 
нетрудно проверить, что Лл1" является произведением инте­
гральных подмногообразий этих двух систем. При этом, в саду 
теоремы I, второе из этих интегралы« подмногообразий яв­
ляется в свою очередь, сферой или произведением сфер. Оба 
они имеют параллельную =<} и плоскую нормальную связность. 
Заметим, что при использовании условия (9) существенно 
то, что после дифференцирования из < <с?, > «ü с 
з < б « г следует < е6 к > - о для всех 
значений г 
Теорема 2 доказана. 
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ABOUT TWO CLASSES OP SEMI-SYMMETRIC SUBMANIFOLDS 
K.Riives 
S u m m a r y  
Two decomposition theorems of semi-symmetric submani-
folds with flat normal connection V1 in Euclidean space 
are proved. Here eemi-symmetricity means that Rfy;V)tv*0 
or, equivalently - О Is the second fundamental 
form sind 7=7® V-1-. j, ~- *v 
Theorem 1. Let semi-symmetric M with flat V in t 
have поодего principal curvature Rectors of^multiplicities 
»vw'f L - "v. Then x ... x 5 ~ 
Theorem 2. Let in \ have flat Vх and paral­
lel third fundamental form, i.e. VvL- 0. If kv A ̂  Ž- 3, 
then М~ ie either Swv or a product of submanifolds with 
dimension and with flat ^ and parallel vL. 
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СЛАБО-НЕЛИНЕЙНЫЕ ПОЛУГАМИЛЬТОНОВЫ СИСТЕМЫ 
ТРЕХ ДОФЕРЕНЩАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ТОЧКИ 
ЗРЕНИЯ ТЕОРИИ ТКАНЕЙ 
Е.В.Ферапонтов 
Вычислительный центр АН СССР 
Изучение геометрии характеристик на решениях квазили­
нейных гиперболических систем дифференциальных уравнений 
было начато Х.Кильп в [I] . В работе [2] тем же автором 
проведена полная классификация частных решений уравнений 
плоского стационарного течения несжимаемой идеальной жидко­
сти, а также уравнений одномерного движения политропного га­
за в адиабатическом процессе, на которых характеристики об­
разуют шестиугольную 3-ткань. 
В настоящей работе показано, что среди квазилинейных 
гиперболических систем трех дифференциальных уравнений гид­
родинамического типа слабо-нелинейные полугамильтоновы сис­
темы и только они несут шестиугольную 3-ткань характеристик 
на любом решении. 
При дополнительном предположении о существовании инва­
риантов Римана доказана линеаризуемость слабо-нелинейных 
полугамильтоновых систем преобразованием "по решению*. 
В качестве примеров рассматриваются уравнения хромато­
графии и одномерное движение газа Чаплыгина. 
§ I. Преобразование к системе внешних уравнений 
Рассматриваются квазилинейные гиперболические системы 
трех дифференциальных уравнений гидродинамического типа: 
Ы к.'*, ( I )  
юз 
где ( t , at ) - независимые, u = ( и/, иЛ; иЛ) - зави­
симые переменные системы, - —1 s u> = <a ин-
dt ' *• " 
дексы u,j, принимают значения I, 2, 3. 
Процедура преобразования (I) к системе внешних уравне­
ний состоит в следующем. Приведем матрицу L к диагональ­
ному виду: 
t; » х ч ) .  
Здесь А"(к.) - собственные числа матрицы L , предпо­
лагаемые вещественными и различными, I (и,) - диагонализую-
щее преобразование. Введем I-формы 
Со'* I"- (u) oi к./. 
Тогда, как нетрудно проверить, система (I) эквивалентна си­
стеме внешних уравнений 
£ос а (cÄ*+ оU) = 0. (2) 
Запись (2) была предложена А.М.Васильевым в [3] и исполь­
зовалась Х.Кильп в [I] . Она оказывается существенно более 
удобной, поскольку включает явную зависимость от собствен­
ных чисел X и "собственных ковекторов" «Г. 
Разложим дифференциалы собственных чисел X по собст­
венным ко векторам 4)" : 
сЦ.1 - Х -  wJ • 
Следуя [4] , дадим определения. 
Определение I. Систему (2) будем называть слабо-нели­
нейной, если Х\ =0 для любого С - I, 2, 3 ( [4] , 
стр. 87). 
Определение 2. Будем говорить, что система (2) диагона-
лизуема (допускает инварианты Римана), если собственные ко-
векторы со1- могут быть выбраны полными дифференциалами: 
W1- ; oL иис . При этом уравнения (I) запишутся в диаго­
нальной форме ( [4] , стр. 27): 
'U-'i = \L (tv) к/" х-
$ 2. 3-ткань из характеристик. Теорема о шестиугольно-
сти 
Как известно, характеристиками системы (2) называются 
семейства кривых на решении, задаваемые уравнениями 
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dlx + Л> Я-i = о • 
Поскольку через любую точку проходят три различные характе­
ристики, на каждом решении возникает 3-ткань, т.е. три од-
нопараметрических семейства кривых. Сделаем следующее гео­
метрическое построение. 
Рассмотрим произвольную точку О на решении и проведем че­
рез нее три характеристики (обозначенные цифрами I, 2, 3 на 
рисунке). Пусть Р - точка на характеристике I, близкая к 
точке 0 . Передвинемся из точки Р в точку р1 вдоль ха­
рактеристики второго семейства. Затем из точки Р' перейдем 
в Р" вдоль характеристики первого семейства и т.д. В ре­
зультате полного оборота вокруг точки 0 мы можем не вер­
нуться в начальное положение Р . (Похожую картину можно 
наблюдать, когда паук строит паутину - после полного обхода 
своей сети он всегда оказывается ближе к центру, двигаясь 
таким образом по спирали). Ткань называется шестиугольной, 
( [5] , стр. 19), если в результате такого обхода мы всякий 
раз будем возвращаться в исходную позицию (и, таким образом, 
ни один паук не может сплести себе паутину). 
Имеет место следующая теорема "о шестиугольности" 
Теорема I. 3-ткань из характеристик будет шестиугольной 
на любом решении системы (2) тогда и только тогда, когда вы­
полнены условия: 
1) Система является слабо-нелинейной; 
2) I-форма 
Uv-A*- X-V) ДЧГ) Us-A1 rV-Г") 
является замкнутой: cL со- С. 
Доказательство состоит в непосредственном вычислении 
формы связности ( [5] , стр. 36) рассматриваемой 3-ткани, 
которая оказывается в точности равной со . Таким образом, 
условие dco = 0 есть условие "нулевой кривизны", что, как 
известно, эквивалентно шестиугольности. 
Посмотрим, во что переходят эти условия при дополни­
тельном предположении о диагонализуемости системы (2). Как 




3Ui ~ 0 для любого L = I, 2, 3. 
Требование о1&) = 0 даст следующие соотношения: 
2- . 1 fAj 
•>UK \ XJ- X1- 1 'du.J Ч Л," - \Ч 
для любой упорядоченной тройки 
Диагонажмзуемые системы, удовлетворяющие последнему 
условию, изучались С.П.Царевым в [6] , [7] и были назва­
ны полугамильтоновыми. Для этих систем было установлено су­
ществование интегралов с произволом в три функции одного ар­
гумента, а также их интегрируемость "обобщенным методом го­
дографа" . 
Естественно распространить определение слабой нелиней­
ности и пояугамильтоновости на недиагонализуемые системы. 
Определение 3. Слабо-нелинейной полугамильтоновой мы 
будем называть систему, удовлетворяющую условиям теоремы I. 
Несмотря на кажущуюся простоту условий I), 2) их про­
верка на практике может приводить к достаточно громоздким 
вычислениям. В следующем параграфе устанавливается ряд дру­
гих свойств слабо- нелинейных полугамильтоновых систем, ко­
торые поддаются более простой проверке и позволяют дать пол­
ное описание систем этого класса. 
§ 3. Свойства слабо-нелинейных полугамильтоновых систем 
Будем говорить, что L -ое семейство характеристик до­
пускает обобщенную функцию тока, если существует интеграл 
вида Ь1(кЛ ( dlx4 Я1, dt) , т.е. I-форма, замкнутая 
на решениях системы ( [3] ). Тогда на каждом решении соотно­
шение 
oLA: = Ел О) Otx + A"dt) 
определяет функцию А1, , называемую обобщенной функцией 
тока, которая постоянна вдоль I -ого семейства характерис­
тик. Имеет место 
Теорема 2. Система (2) является слабо-нелинейной полу­
гамильтоновой тогда и только тогда, когда существуют три об­
общенные функции тока А1 , Аг , Аь для каждого се­
мейства характеристик 
dLA1 = (Дх+ A^otk), 
olА1- ßl(>) OU + АЫ±), 
el А1 = (Ь1 (щ.) + 
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связанные дополнительным соотношением 
olA1 toLA*" + oi А3 = О. 
Доказательство состоит в исследовании совместности пе­
реопределенной системы на функции тока А\ А*, А3. 
Как нетрудно проверить, они совпадают с условиями I), 2) 
теоремы I. 
Как будет продемонстрировано на конкретных примерах, 
проверка условий теоремы 2 не сталкивается с большими вы­
числительными сложностями. 
Применим к слабо-нелинейной полугамильтоновой системе 
(2): 
w1 л (olx + Я1 Ait)-
Со^Л (ot:t+ ol-fc ) - О, 
603 л (ctx +Abc{i)=0, 
так называемое преобразование "по решению" ( [4] , стр. 31), 
используя утверждение теоремы 2 о существовании трех функций 
тока 
cUV = ß1 (atx + AUt), 
oLA1" = ВЧ olx+A*^), 
otAJ= Въ (olxt Abolt). 
Дхя этого перейдем от независимых переменных ( х , 4 ) к 
новым независимым переменным ( А1 > А1 ). Уравнения пре­
образованной системы примут вид: 
со1 д сСА1 = о , 
Cü^A c(/At = о ;  
со5л ( dA1 + ot А^) = О-
Таким образом, хотя собственные ковекторы при этом не изме­
нились, новые собственные числа стали глобальными констан­
тами. Итак, доказана 
Теорема 3. Слабо-нелинейная полугамильтонова система 
связана преобразованием "по решению" с системой, имепцей 
постоянные собственные числа. 
Замечание. Как известно, шестиугольная ткань может 
быть переведена подходящей заменой координат в 3-ткань, об­
разованную тремя семействами параллельных прямых. Таким об­
разом, преобразование "по решению", переводящее собственные 
числа в константы, может неформально рассматриваться как 
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замена координат, одновременно распрямляющая 3-ткани харак­
теристик на всех решениях системы. 
Для диагонализуемых систем теорема 3 принимает следую­
щий вид: 
Теорема 4. Диагонализуемая слабо-нелинейная полуга-
мильтонова система линеаризуется преобразованием "по реше­
нию". 
Теорема 3 утверждает, что всякая слабо-нелинейная по-
лугамильтонова система получается преобразованием "по реше­
нию" из некоторой системы с постоянными собственными числа­
ми. Обратно, несложно показать, что любое преобразование 
"по решению* не выводит из класса слабо-нелинейных полуга­
мильтоновых систем. Эти замечания позволяют считать слабо­
нелинейными полугамильтоновыми те и только те системы, ко­
торые получаются преобразованиями "по решению" из систем с 
постоянными собственными числами. 
Теоремы I, 2, 3 характеризуют с разных сторон один и 
тот же класс систем. При этом наиболее удобной в вычисли­
тельном плане является теорема 2. Перед тем как непосредст­
венно перейти к рассмотрению конкретных примеров, приведем 
одну простую лемму, имеющую чисто техническое значение. 
Лемма. Пусть А1 , А* . А1 - три обобщенные функ­
ции тока системы (2): 
о1А<=Ь1( u)(fllx+a4eU), 
oLA1 = !Ъ*-(и-) ЯЛоЬЬ), 
Тогда функции б1 (и) , В1 (и) , БЧ'и-) удовлетво­
ряют уравнениям: 
^ ̂  k" = -577^, + "^7 ы* 
•I«» BL = + «* <3) 
dL U B" «' * ««• i««l *'• 
Ври этом соотношение 
(AA11- oUv + olA3 =o 
равносильно двум уравнениям на tb1 (Л) : 
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ß"+ ß^ß*=0, 
Л<В1 + Я5-В^+ Asb^O. 
Доказательство^ состоит в явном выписывании условий 
совместности уравнений на обобщенные функции тока А", А*1, А\ 
§ 4. Уравнения хроматографии 
Рассмотрим систему уравнений хроматографии ( [4] , стр. 
661). Как было показано С.П.Царевым ( [8] ), в инвариантах 
Римана ее уравнения имеют вид: 
Л/1 ~ Ux U3, 
= ч* а* и*ч, Л*- = а1 •и,6, 
cust = и4 V и.1«, Ä1- и4 и1-. 
Будем искать три обобщенные функции тока А1 , А1 , А3 : 
о1Ал = В1 ( AVt), 
oLA2'^ ß>L ( <Ах+А*-сМЛ) 
54 dk+As<&), 
связанные соотношением 
dLA4 ЯА*-1 dA3 = 0. 
Пользуясь явным видом собственных чисел Я1 , выпишем урав­
нения (3): 
или *е 
ölltv [ В1 (иЛ-<цЛ)(иь-и<)>° wool 
dl Lw [ б*1 ( u1- u,1) (u^-u-^jro iHod du,l} 
ol8*v[ 6s(u1-IlH( u.x-«.»13=0 •нее' 
Выбирая ВИ , В10 , В1 в виде: 
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О - —г 
Ctt*-U',)(,U-s~'U.'t3 *' " (W-u.*) (и?- 4 v j  
мы, как нетрудно проверить, удовлетворим (3) и (4) одновре-
менно. Искомые обобщенные функции тока А4 , Аь , А1 
примут вид: 
dx -t u>u5 cU j щ cl*--* ЦЛУ> ett ctx-'tU.V^clv 
-  .  ,  .w ,  u ? -
(tv"- u1)(ub-'u1-] 
По утверждению теоремы I характеристики образуют шестиуголь­
ную 3-ткань на решениях уравнений хроматографии. Поскольку 
система уравнений хроматографии записывается в диагональном 
виде, переход от независимых переменных ( х , -t ) к но­
вым независимым переменным ( А1 , AL ) линеаризует рас­
сматриваемую систему, 
§ 5. Уравнения движения газа Чаплыгина 
Начнем с более общих уравнений одномерного нестацио­
нарного течения газа: 
Si + к- <?* + =0' 
Ut + м. Чх -I- рх / % = О, 
+ vt1S^ * о 
Здесь <5 - плотность, и, - скорость течения, S - энт­
ропия, р( х) - давление, заданное как функция плотно­
сти и энтропии. 
Зададимся вопросом: при каких уравнениях состояния 
Р С S у 5 ) соответствупцая система уравнений будет слабо­
нелинейной и полугамильтоновой? 
Представим систему в матричном виде: 
I  «.л ( - VL. -f7* - f / s \  
9t - -? - и, о 
V н 1 0 0 -u. / 
Ч г 5 И - &  
Для собственных чисел получаем выражения: 
Я1 = - U. j X1- - >Гр - to, = - v/"p - tv,. 
Будем искать три обобщенные функции тока 
ct.А1 = Ьл ( Дх - и, oli), 
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в , * .  ( А г +  ( ч Г р - м , )  l i ) ,  
olA3 = \bh ( et*,- (vf^1 tu) dt), 
связанные соотношением 
d/Vt dAL tdA1 =0. 
Тогда, согласно (4), 
ъл + a4- + |ьз» о, 
Я1 в1 + Я*-В»-+ Я1 В1* О, 
откуда сразу следует 
В1 = - 2, ß , ВЛ = В1 = Е> , где В подлежит определению. 
Таким образом, 
ЛА1 = - X В (dx -и ott), 
= В (Лэс+ /р1 - te) cU), 
cl Аь = В ( oU - vfp +И, )с\Л>). 
Поскольку сСА4, ol A*", olAb являются линейными комбина­
циями I-форм В (Ах- <АЛ) и Е>чГр»1 di , условия 
замкнутости этих I-форм на решениях системы сразу дают 
В = -1 / vTp^1 . Мы пришли к следующей задаче: найти урав­
нения состояния р («} , s) » ДЛЯ которых I-форма 
( р')~^ ( с£тс- -vt с(Л) 
будет задавать обобщенную функцию тока для семейства харак­
теристик 
tlx. - и. oLt =0 
Как показывает непосредственная выкладка, окончательное ус­
ловие на р (. q , s) сводится к уравнению 
Р"— ~г, 
откуда без ограничения общности 
рС9,0= f + $ (О, 
что дает классическое уравнение состояния для газа Чаплыгина 
Pt <?, ">) = I при £ Ы = О. 
Отметим, что свойство шестиугольности 3-ткани характе­
ристик для газа Чаплыгина было установлено ранее Х.Кильп 
( [2] ). 
Преобразование "по решению", переводящее уравнения га-
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за Чаплыгина в систецу с постоянными собственными числами, 
строится следующим образом. Перепишем уравнения 
9tt ч <3*. + u.z= о, 
+ U u.x + px/g = 0, 
St t U Sx :<Э 
в виде системы внешних уравнений: 
л(<£х - a At)- ̂  ofiiA ott=o, 
Au А (Дзс-aAt)- Д,р л olt =о, 
Asa (Ax-aAt) = о. 
Подставим q = а ( ь ; 
dtjx A (o(l- U. At ) + p> Au. А 
Аал -<uAfc) - p/s ctpAoti^o, 
As А (dx-u At ) = o . 
Перейдем от независимых переменных ( х , -t ) к новым не­
зависимым переменным ( Д- , 4 ), где А - обобщенная 
функция тока для характеристик dx- и сЫ = с : 
А/\ = - V~ /р ^tx - U, At)• 
Преобразованные уравнения примут вид: 
olflA AA - \f~T о1иЛсй.= 0, 
AUA AA - VNPŠ1 oLjva Ai-D, 
A s a  A A = о .  
Из третьего уравнения S ; S (А) , в результате чего 
уравнения газа Чаплыгина сводятся к двум линейным уравнени­
ям 
fir 4 /TsTaVUA =0, 
U.t t VNFŠCÄ) p Д ~ о • 
Заметим, что указанное преобразование независимых пе­
ременных (г,i) —7 (А , 4) фактически эквивалентно из­
вестному в газовой динамике переходу от эйлеровых координат 
к лагранжевым ( [4] , стр. 33). 
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VBUKLY NON-LINEAR SEMIHAMILTONIAN SYSTEMS 
OF THREE PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS 
FROM THE VIEWPOINT OF THE WEB THEORY 
3.V.F erapont ov 
S u m m a r y  
The main theorem states that weakly non-linear seml-
a&miltonian systems are the only ones among the quaeli; .ar 
hyperbolic systems of three partial differential equations 
with hexagonal 3-*«Ъ of the characteristics on each solution. 
It is shown that every weakly non-linear semlhamlltoni-
an system ie related to a system with constant eigenvalues 
via some reslprocal transformation. 
The equations of chromatography and Chaplygjbn gas are 
given as examples. 
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КВАДРАТИЧНАЯ ГИГИРПОЯОСА И НОРМАЛЬНЫЕ СВЯЗНОСТИ 
ПОДМНОГООБРАЗИЯ КОНФОРМНОГО ПРОСТРАНСТВА 
Л.Филоненко 
Кафедра алгебры и геометрии 
§ I. Введение 
Впервые понятие пелосы в трехмерном евклидово* прост­
ранстве Е3 ввел В.Бляпсе [23] . Полосой он назвал линию 
в Е3 , оснащенную гладким полем касательных плесжестей. 
В.В.Вагнер в работе [3] обобщил это понятие, называл т. -
иерней гипернолесой в л.-мерном центроаффинном прост­
ранстве rw верхи ость Vm. (т * , оснащенную глад­
ким полем касательных шиерюскостей. Поверхность Vm для 
гиперполоеы Нт называется базисной. Вел* характеристиче­
ские яласкести семейства гиперплоскостей гинерполосы Нт. не 
содержат направлений, касательных к ее базисной поверхности 
Vm , то гааерпалоса Нт называется регулярной. В следую­
щие десятилетия исследования были перенесены на случай ги­
перполос Нт. проективного пространства ?п- . Обзор соот­
ветствующих исследований но теории птерпалос и их обобщений, 
опубликованных до 1977 гада, дает А.В.Стеляров С17] , ряд 
более поздних работ по етой тематике освещены D.H. Пело met 
[14] . Значительное место в этих исследованиях занимает 
построения оснащений регулярных гиперполос. При этом обычно 
существенно используется тензор OtyK , который па анало­
гии с гиперповерхностью [ 9 j назван тензором Дарбу гипер­
полосы (А.В.Столярев LISI ). Поэтому эти построения не при­
менимы в случая, когда этот тензор обращается в нуль. В на­
вей работе LI8J дано другое построение инвариантного осна­
щения без использования вше указанного тензора, а поэтому 
более универсальное, применимое и в случае квадратичной ги­
перполосы. 
Регулярная гиперполоса в Pk называется квадра­
тичной (М.А.Василии Г43 ), если ее базисная поверхность 
лежит на невырожденной неподвижной гиперквадрике Я п. -t , 
причем полем касательных гиперплоскостей гиперполоеы Нт. 
служит семейство касательных гиперплоскостей гиперквадрики 
On-i в точках поверхности Vm, . Квадратичная гиперполо­
са в в дальнейшем будет обозначена через Q Нт. .Квад­
ратичные гиперполосы исследовали М.А.Василян _4 3 , [5 ] я 
А.В.Столяров [151 I [16] . В статье [1б1 А.В.Столяров 
выводит внутренний признак квадратичности регулярной гипер­
полоеы (анонсирован в [15 J ). 
Один из етих признаков состоит в там, что - О это 
гарантирует, что У т. с Qn-i • 
Внутренний инвариантный репер для квадратичной гиперпо­
лосы Qrtm. в Рп, в окрестности четвертого порядка ее об­
разующего элемента, но лишь при m = n.-z , строил М. А. Вас ил ян 
[43 , указав, что его построение тесно связано с инвариант­
ным оснащением гиперповерхности конформного пространства 
С п-I , построенным М.А.Акивнсем [ 13 • При этом использо­
валось перенесение Дарбу, которое позволяет невырожденную 
гиперквадрику Qn-i с истолковать как конформное про­
странство Cn-i . Наша работа [ 183 мажет быть рассмотре­
на как обобщение (в несколько улучшенном виде) этого построе­
ния на случай т ±п- Z . Возникает естественный вопрос о 
связи наших построений в [18] с исследованиями М.А.Акиви-
са яо геометрии подмногообразий Vm конформного простран­
ства С п.-i , которые в [2] был* им расширены на случай 
m^n--Z . Было построено инвариантное оснащение, внут­
ренним образом связанное с подмногообразием Vm . Каса­
тельное частичное оснащение касательной тп -сферой получи­
лось в ее окрестностью второго порядка, а нормальное частич­
ное оснащение нормализующей (п.-т -4) - сферой в окрестно­
стью третьего порядка. 
После перенесения Дарбу эти построения становятся тес­
но связанными с нормализациями по Э.Картану и А.П.Нердена 
подмногообразия Vm с Q l_i . Касательное частичное осна­
щение дает нормаль Картана в характеристической плоскости, 
а нормальное частичное оснащение - нормаль 2-го рода по Нор-
дену. Уже в [8 3 показано, что первое индуцирует касатель­
ную конформную связность, присоединенную к Vm. с 0tL-1 
А.П.Норден [103 выяснил, что любое иоле нормалей 2-рода 
яндуцирует на mj- касательную связность Вейля. 
М.А.Акивис в своей докторской диссертации (Москва, МГУ, 
1964) показал, что эта связность Вейля в случае построенного 
им инвариантного поля нормалей 2-го рода (т.е. нормализую­
щих сфер) является фактически римановой связностью; этот ре­
зультат пока не опубликован. 
В последнее десятилетие конформную дифференциальную 
геометрию подмногообразий исследовал в серии своих статей 
Р.Зуланке (см.[253 , [26] , [27] ). Рассмотрена задача по­
гружения т -мерного многообразия в п-мерное конформное 
пространство, изучаются конформные инварианты погружений в 
пространство постоянной кривизны. 
В данной работе решамтся две задачи. Первая состоит в 
выяснении связи оснащения, полученного в работе [ 181 , с 
оснащением поверхности wi—i • данным М.А.Акжансом 
[2] . Для унификации изложения построение в [2] будет пе­
реложено путем перенесения Дарбу. Вместе гиперсфер конформ­
ного пространства Cri_i мы будем говорить о точках в про­
ективном пространстве Рп, . Точке f\0 поверхности Kricfn-j 
будет соответствовать точка А0 поверхности Vnc Qn-1 » 
нормальным гиперсферам Al поверхности соответ­
ствуют точки Ai , лежащие в касательной плоскости по­
верхности ^rnc<3ri-i ; касательным гиперсферам А^ -точ­
ки , лежащие в характеристике £п-т-± семейство каса­
тельных к Qri-i гиперплоскостей в точках А0 £ ̂tnc- Qn-i. 
В итоге к Vmс C-ri-i присоединяется квадратичная ги-
пероолоса с базисной поверхностью W с , которая 
называется квадратичной гиперполосой подмногообразия Vm. 
конформного пространства Сn.-i • Оказывается, что построе­
ние инвариантного оснащения в С18] , если его применить к 
случаю этой квадратичной гиперполосы, полностью совпадает с 
построением М.А.Акивиеа [2] . Поэтому изложенное в [18] 
позволяет представить построение М.А.Акивиеа [2] в белее 
общем репере: в [2] требуется, чтобы исходный репер был 
автополярен второго рода, изложение в [18] позволяет обой­
тись без этого требования. 
Второй задачей, решаемой в статье, является присоедине­
ние к V,n с нормальных свяэностей. В [24] отмеча­
лось, что нормальная связность подмногообразия в римановом 
пространстве инвариантна при конформных преобразованиях про­
странства. Насколько нам известно, чисто конформного подхода 
к нормальной связности подмногообразия конформного простран­
ства в литературе еще не сделано. 
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При их введении и использовании будем пользоваться ре­
зультатами А.В.Чакмазяна [21 j , [22] , полученными при 
изучении нормальных связностей подмногообразий, нормализо­
ванных по Нордену, в проективном пространстве. Оказывается, 
что Ivrt С Сп-1 имеет три вида нормальных связностей. Наи­
более простой является евклидова связность в векторном рас­
слоении, которая возникает без всякого оснащения. Вторая по­
лучается с помощью нормали 2-го рода в этом же векторном 
расслоении расширением структурной группы до группы подобий. 
Третья связность возникает в точечно-аффинном расслое­
нии при расширении структурной группы до группы евклидовых 
подобий (аналог касательной связности Вейля). 
Все исследования, проведенные в настоящей работе, носят 
локальный характер. Изучаемые многообразия нреднолагаются 
достаточно гладкими. 
Используются следующие индексы: 
š j , K = i р > ч = 1 , л - 1 ;  
и оператор дифференцирования V , действующий но закону, 
который станет ясным из примера: 
$ 2. Инвариантное оснащение квадратичной гиперполосы 
Приступим к решению первой задачи. Рассмотрим, во 
что превращаются построения, проведенные в [18] , если их 
жрименить для частного случая - квадратичной гиперполосы 
Q^mc Pit. 
Пользуемся в Рп. подвижным проективным репером, со­
стоящим из аналитических точек AotAi ...An- • Ц/сть за­
дана квадратичная гиперполоса QH т. в Рп. с базисной по­
верхностью Vm с. Qyv-i . Адаптируем репер к ней так, что­
бы А0 6 Vm. « точки Ai А п. лежали в касательной 
плоскости к Vm в точке А о и тем самым полярно сопря­
жены с А о » а Аmvi},. „ An-1 были полярно сопряжены от­
носительно О п.-л с точками Ао; At ...} А т , При этом 
Ап может пока свободно располагаться вне касательной к 
Qa_1 гиперплоскости в точке Ао , определяемой теперь 




«нфинитезимального перемещения репера тогда 
С/. <2.1) 
3 уравнении Q ' x f x  — О  гиперквадрики , 
/словие неподвижности которой состоит в том. что (см. [97 } 
717Х~еС®$7Х. -2"2)  
ГД® / . > . > 
7hx Jvxx Ьх'из • 
3 силу такой адаптации репера имеют . место тождества: 
'joo=ßoi=%o*=%b*=° Jon. ™ - ^ - <2.3) 
здесь последним тождеством произведена нормировка уравнения 
гиперквадрики Qyt_- ± 
Тогда из 12.2) при J - L .  УС - О следует: 
cC%Q.jiLpy 12.4) 
а при У-оС . 5 получается 
С (2.5) 
Последние уравнения показывают, что точки Am*i, -I и-л 
лежат на характеристике гиперполосы а точке 
Уравнения (2.1), 12.5) после внешнего дифференцирования. ис­
пользуя структурные уравнения 
л применяя лемму Картана _20J , дают: 
_JS Л^~ ХЛ • М'-ЛЧ ju "" 
,де ^ „у * А ' 
и ^ < симметричны по индексам <- у, 
Кроме (2.4), (2.5) из (2.2) с учетом (2.3) вытекает: 
=jfy 1 
Из соотношения 
следует: ß 0 
W +/W 
где ' ztlJ Чу 1 ~л "л.-я>1 
AcC^4i:9ce^ > • 
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Заметим, что в случав общей регулярной гиперполоеы вместо 
(2.4) и (2.6) в LI8] получены более общие выражения: 
-Q-ijK^ ьОк] (2.7) 
Простое сравнение покажет, что теперь 
Дяя невырожденного тензора рассмотрим обратный 
виу тензор CL^ , компоненты которого получены условием: 
Дифференцируя это соотношение и учитывая (2.7), получаем: 
Дальне строим по примеру Г18] следующие объекты: 
Irdetfcf=/<'«•, 
Вводя 
строим тензор у 
yl= 
ранг которого обозначим через «S1 . Из него составим 
В дальнейшем рассматриваются лишь такие гиперполосы, для ко­






введем, следуя [_18] , величины 
T-iklf-i't'Jfa, 
Т° a J + 4 X  
И = - • -i—: ' 
где 
C L + -






а I а о - произвольные действительные числа. 
Ниже мы увидим, что в случае квадратичной гиперполосы 
QHm. зависимость от Л и ^ здесь фактически отпадает. 
Построенные объекты позволяют ввести инвариантный ре­
пер, присоединенный в Ll8] внутренним образом к квадратич­
ной гиперполосе QHm ̂  Рп в окрестности третьего поряд­
ка ее образующего элемента и состоящий из точек 
М„-/Ц 
= И- -Я- А„ ^ 
hoL~h<*.Ad t 
Ma=ArL+A*AeL+X'A; +h°A0. 
Инвариантность этого репера 
из формул (см. f18j ) 
v/lj = -/i( 4- /'nW u)'y 
7 /U= Lvi"™ L4>Ö (rnoä 
Л = 77ч?- <; - Д, u,V fmoc/bOi). 
Точки определяют плоскость n.-m-z , принадле­
жащую характеристике и не проходящую через точку Л0 .Ее 
мы будем называть инвариантной характеристической нормалью 
Картана. Точки МI определяют инвариантную плоскость 
в касательной плоскости базисной поверхности Vm с Qn-i ; 
по А.И.»ордену [ю] ато нормаль второго рода. Плоскость, 





и /in. , ябляется инвариантной нормалью первого рода джя 
базисной поверхности Vm- гиперполосы ОН т. , а плос­
кость, натянутая на и Еп~т- а - инвариантной нор­
малью Картана. 
Чтобы показать связь с построениями М.А.Акивиеа [ <d] 
перейдем к автоплоярному реперу второго рода, т.е. ставим 
дополнительные условия, чтобы А п. & @n-d и An. была по­
лярно сопряжена как с Л , так и с ̂  . Получим: 
$Ln =jjn-n= С 
Мы будем иметь теперь следующие соотношения: 
V/7' --1^-6 ~ О, Т-Т=0 (2.15) 
0/}^]%-2фУ^) (2.16) 
А;—ii/i е.") 
В работе М.А.Акивиеа [ Z ]  построен тензор Л-l j  , ко­
торый совпадает с нашим тензором 4^. .С его помощью в 
I[2 J строится тензор 
йДя {/ • 
%. V J V  ̂
сравнение его с нашим тензором ~>ы. дает, что 
oK-\jß U-J JoL • 
М.А.Акивис LZ l  строит относительный инвариант 
/\ s-otrn. 4  
'2- = 
и покажет, что он удовлетворяет уравнению 
-til - - <?'«> u-'j v (2.18) 
Непосредственное сравнение (2.16) и (2.18) с учетом (2.17) 
дает 
(2.19) 
АZ tyZ 1 р 
Объект А - пх 'j " Лп , построенный в работе 12 j 
М.А.Акивиеа,совпадает с объектом Л^' работы [18 7 . 
С помощью объекта /' ̂  , который совпадает 6 нашим 
'2.14) и объекта , совпадающего с 4* , М.А.Акивис 
находит инвариантную точку 
?п.*-Ап (А {2.3.-' 
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где 
t u q  d u : ,  
// V ü 
Оказывается, что эта точка есть точка Л?и, нашего инвари­
антного репера (I.I3). Чтобы доказать это, надо рассмотреть 
величину А ° определяемую формулам (2.11) . С учетом 
(2.8), (2.15) из (2.9), (2.10), (2.12) получим: 
т.е. Ми- совпадает с точкой (2.20). 
Мы приходим к выводу, что построение инвариантного ос­
нащения регулярной гиперполосы Нгъ с Рп , данное в [iQj, 
если его применить к случаю квадратичной гиперполосы й?Нт.•> 
совпадает с построением инвариантного оснащения подмногооб­
разия Vm. в конформном пространстве по М.А.Акивису £ 2 J . 
Совпадение достигается, если к Упгс ^>г- присоединить пу­
тем перенесения Дарбу его квадратичную гиперполосу. 
§ 3. Связности при нормализации Нордена 
Прежде чем приступить к решению второй задачи, постав­
ленной во введении, ознакомимся с необходимыми при этом ре­
зультатами о касательных связностях нормализованной гиперпо­
лосы и о нормальных связностях подмногообразий, нормализован­
ных по Нордену, в проективном пространстве Рп.. 
При нормализации гиперполосы по Нордену [ЮД возника­
ют расслоения: касательное расслоение базисной поверхности 
Vm. , слоями которого являются центроаффинные касательные 
плоскости и расслоение нормалей первого рода, с проективными 
слоями. В [IOl показано, что в первом из них возникает 
аффинная связность. При оснащении нормалями Картана получа­
ется проективная связность в центропроективном касательном 
расслоении. Вопросами, посвященными аффинным и проективным 
связностям, индуцируемым оснащением гиперполосы в касатель­
ных расслоениях занимались Ю.И.Попов [14] , М.А.Василян Г7]. 
16* 
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В работах А.В.Чакмазяна [21] , [22] рассматриваются 
вопросы, посвященные нормальной центропроективной связности 
многообразия, нормализованного по Нордену в П- -мерном про­
ективном пространстве Рп. . А.В.Чакмазян [20 J называ­
ет подмногообразие W в /\, нормализованное по А.П.Нор-
дену, двойственно нормализованным, если существует гиперпо­
лоса Hm, с базисной поверхностью Vm такая, что нор­
маль первого рода в каждой точке Х- 6 ^ содержит харак­
теристику семейства гиперплоскостей полосы Нт. .в этом 
случае существует ноле характеристических направлений, па­
раллельное в нормальной связности, причем в соответствующем 
характеристическом подрасслоении нормального расслоения, 
возникает центропроектжвная связность, которую мы будем на­
зывать характеристической связностью данной гиперполосы Нщ. 
А.В.Чакмазяном в [20] также доказано, что двойственно нор­
мализованная гиперполоса допускает еестроение ее двойствен­
ной геометрии. Двойственная нормализация индуцирует в каса­
тельном расслоении две двойственные аффинные связности, ко­
торые являются сопряженными относительно главного фундамен­
тального тензора регулярной гиперполоеы. Изучению рода воп­
росов внутренней геометрии двойственных аффинных и проектив­
ных евязностей в касательном расслоении на двойственно нор­
мализованной гиперполосе Ä Ищ с Рп, посвящены работы 
С.И.Попова [13] , £l4] ,  А.В.Столярова [ 1 7 3  .  
Для нас в дальнейшем особенно важно то, что в результа­
те нормализации регулярной гиперполоеы с Рп- по Нордену-
- Чакмазяну (т.е. нормализации Vm. по нордену, двойствен­
ной с данной гиперполосой Нт пе Чакмазяну) возникает 
характеристическое расслоение, слоями которого являются ха­
рактеристические (п-т-1) _ плоскости гиперполосы Hm. , 
оно является подрасслоением нормального расслоения . По­
скольку поле характеристических направлений параллельно в 
нормальной связности, то в нем по [üll , Г22 J определена 
центро-проективная связность, которую мы будем называть ха­
рактеристической связностью гиперполосы. 
Оформим сказанное аналитически. 
находим структурные уравнения этой характеристической 
связности. Адаптируем репер к нормализованной по нордену -
Чакмазяну регулярной гиперполосе так, чтобы при выборе 
А о С Vm точки А г лежали на нормали второго рода, 
точки - на характеристике, а точка Ли. - на гипер­
поверхности гиперполоеы Hm- . Тогда имеют место (2.1) и 
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(2.5) вместе с их дифференциальными следствиями и , кроме 
того, 
с^'=I^.Lõ" (3.1) 
Формами связности на характеристической связности являются 
СЬ^ ̂ которые получаются из форм ojf3 следующим образом; 
из структурных уравнений теперь следует, что 
(3-2' 





= 6С. г. ̂  ~ 4fc4yJ ̂  и;"! (3.6) 
S j Яр я 
ВИДНО, ЧТО квадратичные формы -"~ы и , входящие в 
уравнения (3.2) и (3.3) являются полубазовыми, т.е. выража­
ются только через произведения и>сл и)с . Поэтому в силу 
теоремы Картана - Лаптева [12] формулы ? ̂  опре­
деляют центропроективную связность в характеристическом рас­
слоении X (l/m) . Эту связность мы и называли характерис­
тической связностью. Её формами кручения-кривизны являются 
формы (3.5) и (3.6). Ей подчинена линейна^ с вязкость с фор­
мами связности 60^ м формами кривизны 5PJ3 , как следу­
ет из (3.3) - характеристическая линейная связность. 
§ 4. Нормальные связности подмногообразия конформного 
пространства 
Пусть задано подмногообразие Vm- в конформном прост­
ранстве C-rL-i . Путем перенесения Дарбу можем реа­
лизовать в виде регулярной гиперквадрики Qn-i в проектив­
ном пространстве Рп. , заданной уравнением 
где f > ,  < f = d . f п - 1  и o t t i  I $ р < } 1  + О . Это уравнение, 
км видно, записано относительно нормированного автополярно-
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ге репера 2-го рода, т.е. А  о  и •/)и- принадлежат гиперква­
дрике Qn. - ̂ , составляют нормированную пару, а остальные 
Ар полярно сопряжены к ним. Если рассматривать многооб­
разие всех таких реперов, то существенные формы и)^~ в фор­
мулах инфинитезимального перемещения ciA^- удов­
летворяют структурным уравнениям конформного пространства 
с L r i - i  .  
o i С  ( 4 . 1 )  
d <-<Jo +(Сл)'}' Ц u\°Ja и)J -О. (4_2) 
+• сОрЛ Loj-i u)Ja^°+CjFX^slD°aU/- ̂  (4.3) 
0(.L0°+U)°A ]=. о. (4Л) 
Здесь учтено, что cõ^cj^l 
и, кроме того, olfypq-^ LÕ?--+Q ? как следует из(2.2) 
при нашем выборе репера: ' 
Имея в Qrt-i подмногообразие МЫ можем взять 
его квадратичную гиперполосу Q У т. , гиперплоскостью ко­
торой в точке /40 £ (Pft-i является касательная гиперплос­
кость к С?и - 4 , а относительные точки репера адаптировать 
к этой так, как было сделано в § 2. Тогда имеют мес-
ТО 
«ц, tf-c. <4-5> 
и в силу (2.3) 
4*^4 ̂  и.6) 
Если теперь сделать отсюда подстановки в уравнение (4.3), 
записанное для ^ ^ и о-уЗ : 
( i 1 < £ а  U £ A  l õ f +  и £ л  w.vf -f ̂  /t u->• 4/ 
то получим следующее уравнение 
= (4,7) 
являются полубазовыми 2-формами. По теореме Картана-Лаптева 
в характеристическом расслоении квадратичной гиперполосы 
возникает связность, формами которой являются iJf , удов-
ъ< J MX "Л £ ie * (4.8) 
с/ 
летворяющие g^tõf , а формами 
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кривизны которой являются . Эта связность, как видно, 
является евклидовой линейной связностью. С точки зрения под­
многообразия Vm конформного пространства отсюда 
следует следующее Предложение +^:С каждым подмногообразием 
Vm, конформного пространства присоединена евкли­
дова линейная связность со структурными уравнениями (4.7) и 
формами кривизны (4.8). Эту связность мы будем называть нор­
мальной евклидовой связностью подмногообразия Vm. с 
Её можно истолковать следуюерм образом. Известно, что в 
виде открытой области пространства Cn-i может быть реали­
зовано всякое (п. - I) -мерное односвязное пространство по­
стоянной кривизны. В этом пространстве подмногообразие Vrrv 
имеет нормальное векторное расслоение и нормальную связность. 
При замене одного такого пространства другим происходит его 
конформное отображение на другое пространство постоянной кри­
визны. Известно, что нормальная связность подмногообразия 
конформно инвариантна . Указанная в предложении связность и 
представляет собой эту конформно инвариантную нормальную 
связность. 
Оказывается, что в характеристическом расслоении квад­
ратичной гиперполосы данного подмногообразия Vm с Qп.-1 
можно ввести и другие связности с более широкой структурно* 
группой, если заданы некоторые элементы оснащения. 
Пусть Vm. оснащено полем нормалей 2-го рода. Адапти­
ровав репер так, чтобы Ai принадлежали этой нормали, мы 
имеем (3.1) и из (4.1) и (4.3) следует для форм (3.4), что 
 ̂d cj/л ^ (4.9) 
где = jV) LV ^ и определяется 
формулой (4.8). Следовательно, для Vm. в Qn-i , осна­
щенного полем нормалей 2-го рода, определена связность в 
характеристическом расслоении, формами связности которой яв­
ляются loJ*= и)/ . Для них 
VjU/i = ^"7 
так что структурной группой этой связности является группа 
центральных подобий ( к - т • i) -мерного евклидова пространст­
ва, т.е. группа вращений и гомотетий. 
Эту связность для подмногообразия Vm„ конформного 
пооетранетва будем называть нормальной аейлеао* связность»; 
•зогщеч* 
ее группа такова, как у связности Вейля в касательном рас­
слоении нормализованного Vm, (см. [lOJ , § 83), но она 
определена в нормальном расслоении. Обратимся теперь и к 
(4.4). Отсюда д _ 
oi и)°+ 
где г - /Vf,t oice. и)кл и)^ . Вместе с (4.9) 
это покажет, ито в характеристическом расслоении квадратич­
но* гиперполосы, оснащенной полем нормалей 2-го рода, опре­
делена связность, структурной группой которой является груп-
на подобий евклидова пространства. 
Это расслоение и связность можно истолковать следующим 
образом. Точки на Q n-i , полярно сопряженные с нормалью 
второго рода, составляют некоторую Q п. -м, , во внутрен­
ности которой реализуется гиперболическая геометрия. С кон­
формной точки зрения это Qn-m. представляет собой норма­
лизующую сферу ( [ю1 , 5 83). Группа полученной вьие связ­
ности является подгруппой стационарности точки Ао £ Оп-т. 
в группе движений этой гиперболической геометрии, относи­
тельно которой Ас лежит на абсолюте. Следовательно, эта 
группа сохраняет связку параллельных прямых в гиперболиче­
ской геометрии. Так как на ортогональных к связке орисферах 
имеет место евклидова геометрия, отличающаяся подобием на 
различных орисферах, то группа - rpymia аодобий евклидова 
пространства , которое можно отождествить с Qn_ m\ {А0̂ . 
Для нормализованных подмногообразий Vm. в конформ­
ном пространстве С уь-i это означает, что в евклидовом 
расслоении пунктированных нормализующих сфер определена 
связность с группой подобий. Эту связность мы будем назы­
вать нормальной связностью подобий нормализованного подмно­
гообразия Vm. РС/г-£ -
Построенный выше в 5 2 объект л l (или JU-i по М.А. 
Акивису [2 j ) позволяет теперь ввести нормальную связность 
подобий, инвариантно присоединенную к подмногообразию 
Vm с ^n-i . Объект Ил фиксирует вместе с '• l инвари­
антную точку (2.20) на Q n-l. Выбирая эту точку С-uза. А к  
мы получим /\- - о и L0'° = ciL/j прибавляются 
uh°- ju^(_ u3c . Рассмотренное выше евклидово расслоение 
становится центроввклидовым, а инвариантная нормальная связ­
ность подобий редуцируется к инвариантной нормальной вейле-
вей связности. 
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Эти связности могут быть исследованы, конечно, и в тем 
общем репере, который был применен в § 2. Они определяются 
в дифференциальной окрестности третьего порядка. 
Я благодарю своего руководителя - профессора Ю.Г.Луми-
сте, прочитавшего рукопись и давшего ряд ценных советов. 
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QUADRIC HYPERSTRIP AND CONNECTIONS 
OP A SUBMANIFOLD IN THE CONFORMAL 
SPACE 
L.P.Pilonenko 
S u m m a r y  
It is known, that Darboux correspondence maps the con­
formal space Cn_t into a hyperquadric Q.ri-1 In the pro­
jective space . If a submanifold С Сл^ is given, 
then by means of its image a hyperstrip is determined which 
consists of the tangent hyperplanes to Qn-iin the points 
o f  t h i s  i m a g e  a n d  i s  c a l l e d  t h e  q u a d r i c  h y p e r s h i p  Q H m  o f  
the submanifold Vm, It is shown that the invariant rigging 
of a regular hyperstrip, constructed in fie], gives the in­
variant rigging of Vm С Cn-i,erected by M.A.Akivis [2], by 
applying it to this Q.Hrrv-
The second aim of the paper is to join three kinda of 
normal connections to a Vm- С The first ia a euoli-
dean connection in the normal vector bundle and can be in­
terpreted by the conform invariant normal connection of a 
submanifold in a space form. The second is duoed by a norma­
lizing sphere in the same bundle, but haa the group of di­
latations and rotations as the structural group. The third 
is induced by a tangent sphere and is a connection in a 
normal affine bundle with a group of euclidean similarities 
as the structural group. 
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АЛГЕБРЫ ИНВАРИАНТНЫХ ПСЕВДОНШАНОВЫХ СВЯЗНОСТЕЙ 
НА ОДНОРОДНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 
А.Фляйшер 
Лаборатория прикладной математики 
5 I. Введение. 
Цусть М= G>/H -редуктивное однородное пространство с 
разложением алгебры Ли . Следуя [8] , подпростран­
ство т, можно наделить структурой неассоциативной антиком­
мутативной алгебры, полагая для X, У 6 пг произведение 
X" У = [х, У]^ , где [Х,У]та - проекция скобки [х,У] 
на пь (аналогично А.(Х, у) = - проекция [х,У] 
на к, ). Полученную алгебру будем обозначать (m-,») • 
Однако, алгебра (иг,-) не является единственной неас­
социативной алгеброй, связанной с G/н . В [ было ус­
тановлено биективное соответствие между множеством G-ин­
вариантных связностей на редуктивном &/ц с разложением 
g = li-t-m. и множеством билинейных функций , 
которые Ad (Н) -инвариантны. Другими словами, с каждой 
G -инвариантной связностью соотносится некоторая неассо­
циативная алгебра (m,, «I) , для которой Ad (н) содер­
жится в группе автоморфизмов Aut алгебры ( 
Тензоры кривизны и кручения этой связности в точке € =е Н 
задаются формулами ([?3 ): 
R(x,y)z = -t (х> (y,z)) «<• (V))-°i z)-[ft(x,y),z]a.i) 
т (х,у) =^(X,y)- V;y,X)-X»y. ^ (1.2) 
Как следует из [6 J алгебра голономни ft ot (=<.) этой связ­
ности определяется тогда отображениями а (X) и £> (h (X,у)) 
для X ,  У  €  п г  где 
а fхV- .-л -«. - , у •-*=<. (XУ,! ,  
.© (ft (X;ü)j - Ei: '?г , Z t-* С A V<,'4 z J 
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Будем говорить, что редуктивное пространство G/н с раз­
ложением Я--- пг неприводимо, если hot (<<) дейст­
вует на т- неприводимо. 
Если инвариантная псевдориманова связность на G/H 
индуцирована невырожденной симметричной билинейной формой 
С на т, , то имеют место соотношения (Г 63 , [ 7] ): 
С  (  a d  И  X  ,  у )  +  С  ( X ,  a d U  У ) - 0 ,  (1.3) 
С(  A (Z )X , SY )  +  C ( X , a ( Z ) y ) = 0  ( 1 .4) 
для всех X  j  У  ,  Z  €  г а  ,  U t k  . В отличие от общего слу­
чая, билинейную форму на т- , индуцирующую естественную 
связность без кручения ([I] ), будем обозначать буквой В . 
Для такой связности, как известно [8] , о(.(Х7У)=^-
и потому алгебру (т,,°) можно называть алгеброй естественной 
связности без кручения. 
Целью статьи является описание геометрических свойств 
редуктивных однородных пространств на языке алгебр связно-
стей. В этой связи в §2 рассматривается алгебра (т,,*) . Ука­
зывается на взаимосвязь приводимости пространства G/H , 
максимальности подалгебры к и простоты алгебры (т,°). Най­
ден псевдориманов аналог известной теоремы Б.Костанта [б] 
о связи между простотой группы & и приводимостью прост­
ранства G/Н . В 53 мы на основе сопоставления алгебр (иг,«) 
и (т,с<.) доказываем, что на однородном изотропно-неприводи­
мом редуктивном пространстве каждая связность, порожденная 
инвариантной псевдоримановой метрикой, является естествен­
ной связностью без кручения. Для выделенного в предыдущем 
параграфе класса редуктивных пространств &/Н выясняется 
взаимосвязь между простотой группы G и строением алгебры 
(т-л). 
Все рассмотренные в работе однородные пространства 
предполагаются односвязными. 
§ 2. Алгебра естественной связности 
без кручения 
Пусть М = &/н - редуктивное однородное пространство 
с фиксированным разложением у = fn-m . Как указано выие, 
функцией естественной связности без кручения на М является 
функция (Х, У)= 4 Х= У на касательном пространстве 
m и потому алгебру (т,<=) можно называть алгеброй ест­
ественной связности без кручения. Идеалом этой алгебры на­
1 зз 
зывается подпространство пат , дня которого n-m.cn, 
(в сижу антикоммутативности каждый идеал является двусторон­
ним); алгебра (т,°) называется простой, если гп'пг =mz*-0 
и (т.,-) не содержит собственных идеалов. Заметим, что ес­
ли пространство М локально-симметрическое, то тг-о. 
Зависимость строения алгебры (т,«) и приводимости прост­
ранства м устанавливаем 
Теорема 2.1. ( SA^TE [8] ) Пусть M-G./H - редук­
тивное однородное пространство с фиксированным разложением 
2=h + m . Если rrv^vO и И неприводимо (относитель­
но естественной связности без кручения), то алгебра {т.,*) 
проста. Обратно, если М - псевдориманово и алгебра (HI,-) 
проста, то М неприводимо. 
Особый интерес вызывает зависимость строения алгебры 
(т,°) от строения основной группы G . В римановом слу­
чае ответ на этот вопрос дает 
Теорема 2.2. Пусть м = G/h - риманово несимметри­
ческое однородное пространство. Тогда простота группы & 
влечет простоту алгебры (т,») , где пг - ортогональное 
дополнение к к относительно формы Киялинга К на ^. 
Доказательство^ Ограничение К на 4  невырождено, к 
поточу подпространство 
пг = jXeg J K(X» = 0j 
задает естественно редуктивное [I] разложение с^-к + т, . 
Если (т,,») не проста и тг*0 (в силу несимметричности), 
то (т.,-) содержит S (А) -инвариантный идеал п [б] . 
Ограничение К на и, также невырождено (ввиду риманово-
сти) и потому m=ri + nx , где >г±-{Xtm. | К(Х,п)=0^. 
Покажем, что [>г, = 0 . Действительно, в силу естест­
венной редуктивности М имеем К (ХаУ ,Z) = К (X, y=Z) 
для X,y,Zem и тогда 0 -К { п . \ л -т ) -К(гсЛп, п г ) .  
Кроме того, К  (пЛ>п , к )  - 0  , что влечет К  п  ,  ( j ) -О  
и п1° а - О . Инвариантность формы Киллинга влечет 
К ( [и-х,п], к) = К (п~, [n,U) - К ( «Лп.) = О, 
Но К (  [п х, п-] , т ) - К ( к  ( п \ п )  +  пт )~  K(h ( n  , п ) ,т . )  = 0 .  
В итоге К( ) - 0 и потоку [и."^ а]-0 . По­
кажем, что теперь подпространство р- п + -к(п,пj будет 
идеалом в алгебре ^ . Первоначально из 3)(А) - инвари­
антности /г- следует . 
Q [n,n J-г [п(»г,л),'г J £ п«и, + 4(n,n-) r /г sp 
Легко показать, что к (п,п) является идеалом в А и тог­
да [р, М - М-Р-
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Осталось показать, что CP>'1/L]CP • Но 
[р,лА] £ [п,̂ У1Н"-А), *A]s [[|г,л], ̂]ь[[и.(а"-],и]=0 
и р является идеалом в Cj . Полученное противоречие дока­
зывает теорему. 
Из теорем 2.1 и 2.2 вытекает следующий известный ре­
зультат. 
Теорема 2.3. ( К ostant [ 5^ ) Однородное риманово 
естественно редуктивное пространство М — &/н с простой 
группой G неприводимо. 
Выделим класс редуктивных однородных пространств, для 
которых аналогичный результат имеет место в псевдоримановом 
случае. 
Определение. Редуктивное однородное пространство 
и = G-/H с фиксированным разложением c^-h+tn называет­
ся специально редуктивным, если алгебра (m-л) не содер­
жит идеалов с нулевым умножением. 
Пример. Пусть G - полупростая связная группа Ли и И -
ее полупростая замкнутая подгруппа. Тогда имеет место раз­
ложение ^ = , где т ортогонально b относительно 
формы Киллинга К алгебры g , и соответствующее однород­
ное пространство М = G/H естественно редуктивно Ц33 • 
Если ограничение Кт формы К на пь совпадает с фор­
мой Киллинга самой алгебры (гм.,°) , то М специально ре­
дуктивно. 
Предложение 2.4. Каждое риманово естественно редуктив­
ное однородное пространство разложимо в прямое произведение 
симметрического и специально редуктивного пространства. 
Доказательство^ Цусть Тс(/Ч) = Т0(В,+- + Т0(Г) 
разложение де Рама касательного пространства Т0 (м) рима-
нова естественно редуктивного пространства И - G/H С раз­
ложением + и т = т0+...+ тг -соответствую­
щее разложение для т. при естественном отождествлении 
I с ( М) = пг . Имеют место следущие соотношения (ill 
стр. 196): J 
' иг. с: т.; , для L*j, L,J = 
Упорядочим пь, 1ч 0 i' i £ t) таким образом, чтобы 
С = пг01-...+ ms являлось центром алгебры (т.,«) , т.е. 
( O ( k f s )  и п = + ... + 'тг , 
где те ° те * о (s-H ±lsx) не содержало идеалов ал­
гебры (m, =) с нулевым умножением. Таким образом пь-С+п, 
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причем [с,с] с и в итоге имеем G/н =G</H х &2/н, 
где &VH - сюметрическое однородное пространство с 
разложением  ̂- к*- с и Ga/н - специально редуктив­
ное пространство с разложением ẑ~ h+ri. 
Теорема 2.5. ( £L3 , стр. 189). Пусть М = G./H - одно­
родное пространство и алгебра g допускает аа (&)- ин­
вариантную невырожденную симметричную билинейную форму В 
такую, что ее сужение В я на h невьфождено. Тогда М 
естественно редуктивно относительно разложения и~ Рь + пг 
где т - j X J 6(Х,У) = 0 для всех У * Я j. 
Теорема 2.6. В предположениях теоремы 2.5 пусть М 
специально редуктивно. Тогда либо М неприводимо, либо т-
разлагается в прямую сумму взаимно ортогональных относитель­
но В идеалов 
т  - m0+ M r ,  
причем 
(а) \_к,т{]спы , i-0 t  1,.. ., г, 
( t )  r r l i  с  t n - L  а  m L  ,  t - 0 , 1 , . . . ,  Z )  
( c )  [ m z , - 0  ,  i * j ,  i , j  =  o , f , . . . , z  ,  
(d) q- = m; -t &(m:,m.i)  являются идеалами в g для 
L-ОЛ-.-Л- 5 
Доказательство^ Приводимость пространства М влечет 
( [б] ) существование минимального собственного ad ^.-ин­
вариантного идеала игс в (гп,») . Пусть 
m-c = {Xt т j ß (Х,т.6) = О j . В силу соотношений 
В( [.1г0,, wb) = ß ( ml, [-h,.rnj)=0, 
ß ( - го, ггц) •=• 8 {ml , m<т.) ~ 0, 
вытекающих из (1.3) и (1.4), получаем, что лгс также явля­
ется act 4- -инвариантным идеалом в ( т.,«) . Покажем, что 
t n ,  ' " I  W o  —  0  .  Е с л и  э т о  н е  т а к ,  т о  м и н и м а л ь н о с т ь  ) П 0  
влечет включение те с ml . Но тогда ß (ига, т,Л •• О , 
откуда в (m„z, иг) = &(т0*т.о, »u) = ß »i»" -
вопреки условию. Итак, иг0 и т ' о - 0  и потому z'i явлдат:* 
прямой суммой >пс и mi . Теперь равенство ß {• 
влечет 0 = Вf m..., <ii>r'n)~&{ftt). Ho A-5 
потому &(  %• fn. ' v ,  q )  -  Oy tu-ml  —0 я 3(п1„'/?г, Х'етеръ 
Б ! I'M* «ULLI)  ̂6'Ш". L'-'C' ~ WEM» 
В ( [nt.,. *n0] й) О и j п>. i 
Из включении i Я '* *' , ; '• ' i1' 
вытекает, что к с  = к+то является подалгеброй Ли в g . 
Так как В (ко, т'0) -О , то G/н» - естественно ре­
дуктивное пространство, где Но - связная подгруппа в &, 
имеющая bo своей алгеброй Ли. Пространство G/н» явля­
ется специально редуктивным, так как (т0,°) не содержит 
идеалов с нулевым умножением. Действительно, пусть tv - та­
кой идеал в (т», °) , что -0 .Но тогда гь является 
идеалом и в (т,,-) . т.к. т =/г»(т0+/71») = #г»/п0с-И' 
(поскольку 1Ь' та —О ), что противоречит условию. Те­
перь, если (те,°) проста, то дальнеЬее разложение не­
возможно. Если же (пг;,.) не проста, то условия теоремы 
наследуются пространством &/Не и процесс продолжается до 
тех пор, пока т не разложится в прямую сумму простых иде­
алов, взаимно ортогональных относительно ß . Заключения 
(а) - (с) следуют непосредственно из доказательства. 
Джя доказательства утверждения (ci) заметим, что из ad к -
инвариантности m-t вытекает, что все Ai ~ к(т-ч rru) яв­
ляются идеалами в ( [3 ). Потому 
[gi., А.] = [пц +• &.(ггц,юД А] £ к(тi,nu.)+mi - . 
Далее имеем 
[ггц.иг] = [nu, т.01-...4-тгЗ 
и, наконец, 
[А(»и,«ц), пг] С [ i], mjc [ = 
[4(mi,#n) + m.i=m, mL] <= [ft, (mi, [mi, mi] с 
rru + /u(mi,m,) = . 
Из полученных соотношений имеем [ и подпрост­
ранства £|i являются идеалами в g-
Следствие. Цусть М - G/H - естественное специально 
редуктивное однородное пространство. Если G проста, то 
М неприводимо. 
Определение. Редуктивное однородное пространство 
М =- Сг/Н с разложением д - A-i-m называется изотропно 
неприводимым, если ad к действует неприводимо на пг. 
В случае компактных Gi такие пространств* были клас­
сифицированы О.В.Мантуровым ( [2] ), позднее аналогичные ре­
зультаты получил Дж.Вольф ( [9] ). 
Предложение 2.7. Цусть М = G/H - редуктивное несим­
метрическое однородное пространство с фиксированным, разложе­




Доказательство^ Если (m,=.) не проста и тЛ* О 
(ввиду несимметричности), то согласно [б] , алгебра (т,-) 
должна содержать собственный ad.-к - инвариантный идеал, 
что противоречит изотропной неприводимости. 
Предложение 2.8. Пусть М= &/Н - редуктивное не­
симметрическое однородное пространство с фиксированным раз­
ложением g = к.+пг . Если к. является максимальной под­
алгеброй в ^ , то алгебра (т.,«) проста. 
Доказательство^ Цусть п есть собственный ad. -к -
инвариантный идеал алгебры (т,,°) из доказательства пред­
ложения 2.7. Тогда из включений 
[А, «г] , [/г, it] = h(n,n)+ n-ti с A+n, 
вытекает, что подпространство к*=к+гь является собствен­
ной подалгеброй в g , содержащей h - противоречие. 
Предложение 2.9. Пусть М-&/Н - редуктивное однородное 
пространство с разложением fv-m.Если М изотропно непри­
водимо, то fv -максимальная подалгебра в 
Доказательство^ Если к не максимальна в g , то 
существует собственная подалгебра А,* с С| , для которой 
с АЛ . Пусть пг* = &* 1 rrv . Из включений 
[ f t , » * ]  =  [к к*п пг] с [А,4*]* [А,м]с&*лm 
следует ad*v- инвариантность пг* — противоречие. 
§ 3. Алгебра общей псевдоримановой 
связности 
Пусть м = &/н - редуктивное однородное пространство 
с фиксированным разложением ^ = А+пг . Тогда, как указано 
выве, каждая &-инвариантная связность на М порождает 
неассоциативную алгебру (пг,°0 , где оС ; пг * т. пь -
функция соответствующей связности. Левым (соответственно, 
правым) идеалом алгебры (пг, «<•) называется подпространст­
во п с пг , для которого ж(т.,п) а п, (соответственно, 
Л (м, nt) с гь ). Взаимосвязь неприводимости М и струк­
туры алгебры (пг,<^-) выясняется из следующих соображений. 
Согласно формуле (I.I) каждый левый к(т,т) -инвариант­
ный идеал алгебры (пг,«(-) является и koi(d.) - инвари­
антным. Поэтому неприводимость М влечет утверждение, что 
алгебра (т., •*.) не содержит левых к.(m,w) -инвариант­
ных идеалов. В случае псевдоримановой связности справедлива 
* более сильная 
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Теорема 3.1. Пусть М = G/н - редуктивное несиммет­
рическое однородное пространство с разложением = к +- rrv , 
на котором <3> -инвариантная псевдорнманова связность зада­
ет алгебру (т., d) . Если М неприводимо, то проста. 
Доказательство.. Если oi(X,y) = О для любых X,Уеиг 
то из формулы (1.2) имеем 
О  =  Т ( Х ; У )  = с ф ; У ) - о ф ; Х ) - Х » У  = - Х « У  
и М оказывается симметрическим, что противоречит условию. 
Если теперь [т.л) не проста, то она содержит собственный 
двусторонний идеал. Согласно Li] она содержит тогда и со­
бственный ad к-инвариантный идеал, являющийся, таким об­
разом, hot (л.) -инвариантным. 
В отличие от естественной связности без кручения (тео­
рема 2.1) здесь обратная теорема не верна (контрпример, по­
строенный из иных соображений, можно найти в работе [63 ). 
Лемма. В предположениях теоремы 3.1 простота алгебры 
(пг,») влечет простоту алгебры 
Доказательство^. Алгебра (т.,«*) не является алгеброй 
с нулевым умножением, ибо, в противном случае, из формулы 
(1.2) мы имели бы X •> У — 0 , что противоречит простоте 
(пг,») . Если (#тг,о1) содержит собственный двусторонний 
идеал гг,то из той же формулы п является идеалом и в (zn,°) 
-противоречие. 
Из данной леммы к теоремы 2.1 непосредственно следует 
Теорема 3.2. Пусть М = &/н - редуктивное несим­
метрическое однородное пространство с разложением й=к+т^ 
на котором риманова связность задает алгебру (т, •=<.). Тогда 
простота группы G» влечет простоту алгебры (nt,*). 
Пусть М - (У/Н - редуктивное однородное пространст­
во с разложением  ̂ =h+m и С - невырожденная симмет­
ричная билинейная ad А-инвариантная форма на пг , по­
рождающая псевдориманову связность с соответствующей алгеб­
рой (tu, oi) . В силу соотношений (1.3) и (1.4) любой дву­
сторонний ad к -инвариантный идеал в (. m, сi) является 
прямым слагаемым относительно С при условии, что (т,=<.) 
не содержит идеалов с нулевым умножением. Цусть в этом пред­
положении iu = me+m.r + ..+ тг - разложение в 
прямую сумму двусторонних ао( к -инвариантных идеалов, 
вэажжо ортогональных относительно С , Легко видеть, что 
если М специально редуктивно, то и (m,«i) не содержит 
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идеалов с нулевым умножением. В силу формулы 
<х(х,У)-ос(У^Х)=Х°У 
получаем также, что все двусторонние идеалы алгебры (т.,v.) 
будут идеалами ив (пг,') , то есть 
m«m L  с гщ ,  m.i-m.j-0 (L* j) ,mi°m;cm; (  ••/*)• 
Взяв в формуле (I.I) векторы Х<-пг; , уе mj ( i * j ) ,  Z e r n  
получим 
=6 (X,Z) t/Ui , ^(y,z)e/7ij , 
ac(X,^(y,Z)) = 0 ^,*(X,Z)H 
В итоге R(x,y)Z [A(X,y),Zj. Учитывая, что X и У 
принадлежат различным множителям разложения де Рама ( £4]), 
получаем, что член в левой части равен нулю ( [I] , стр. 
199). Ввиду точности линейного представления изотропии по­
лучаем h (х,У) = 0, что, в свою очередь, влечет [т.чт^\-0. 
Но тогда из доказательства теоремы 2.6 следует, что 
gl = пг; + h(rnt,m.i) является идеалом в о , и тем самым 
доказана 
Теорема 3.3. Цусть М = G/H - специально редуктив­
ное однородное пространство с разложением g = h-*- т. и 
& -инвариантной псевдоримановой метрикой. Тогда простота 
G влечет простоту алгебры , порожденной связ­
ностью данной метрики. 
Будем как и прежде считать, что произвольная псевдори-
мжнова связность индуцирована формой С на пг , сохранив 
букву 8 для формы, определяющей естественную связность 
без кручения. В силу невырожденности 6 и С существует 
2 € GL (пг) , что С(х,у) = ß(SX, У) для всех 
X, а б пг . Согласно £?] форма С и алгебра (т,et) 
задают алгебру (пг, °) с помощью формулы 
2, с (ol(x,9),z) = с(x«y,z)+c(y,z-x) +C(x,z»y) 
или 
2 ß ( 5^(Х,У), Z) = ß(S(X»y),Z>ß(Sy,Z«X)+ß(SX, Z-У) 
= ß(s (x-y),z)-ß(sy, x°z)-ß(sx,y-z) 
-a(5(xoy),z)-ß(8ti»x,z)-ß(sx-y,z) 
= ß (S(x.y),z) + ß(x«sy,z)-ß(sx-y,z). 
Следовательно 
2 5 *(x,y) * s (x«y) + x«sy-sx«y, 
откуда окончательно имеем 
2d(x,y) = x-y + s^Cx-sy-sx-y]. (3.1) 
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В силу Си ß -кососимметричности ad.ll (Utk) ны 
такие имеем 
ß(s(adUX), а) = C(adUX,!j)  = -C (х, adü4) = 
= -ß(S X, adUU) = & ( adIL (SX), у), 
что влечет 
L S ,  a d t i ]  =  0 .  ( 3 . 2 )  
Кроме того 
С(Х,5У) = ß(SX,Sy) = ß(Sy,SX) - C U  S X ) « C ( S X , ^  
откуда следует самосопряженность S Пусть Д-его нену­
левой вещественный характеристический корень. Тогда в силу 
(3.2), характеристическое подпространство 
г ь  ~  {  X tm  I S X=3X^  
является ad -инвариантным. Если теперь предположить 
соответствупцее редуктивное однородное пространство 
с разложением <ц = ti+m изотропно неприводимым, то п, 
должно совпасть с т. и,соответственно, S -ЗЕ . Тогда 
из (3.1) вытекает оС(Х,У) = ̂х«У и справедлива 
Теорема 3.4. Каждая инвариантная псевдориманова связ­
ность на редуктивном изотропно неприводимом однородном про­
странстве является естественной связностью без кручения. 
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ALGEBRAS OP INVARIANT PSEUDO-RIEMAHNIAH CONNECTIONS 
ON HOMOGENEOUS SPACES 
A,Fleischer 
S u m m a r y  
Let M =- &/h he a reductive homogeneous space with de­
composition cj = h.*-in. For Х,У € IH let [x,y]=X°y-|-A.(X,U) where 
X«*d = СХ)УЗ№ 804 ft-Cx.y)* are the projections of £x,ti] 
into rrv and К respectively. Therefore Иг with the multi­
plication )(• У becomes an antioommutative algebra [в] de­
noted by (m,»). In [t?l a correspondence was established bet­
ween &-invariant connections on M with fixed decompo­
sition m and certain algebras where «с 
is a bilinear multiplication function on rrv. in the case 
when this connection is the natural torsion free connection 
we have <=l(Х,У)= ̂  X» У and therefore the algebra («г,») 
can be called algebra of natural torsion free connec­
tion. 
In this paper we provide the description of geometric 
properties of reductive homogeneous spaces on the language 
of connection algebras. With this aim in view we consider 
the algebra in §2. In particular the depence between 
the simplicity of 6 , reducibility of ft/н and simpli­
city of (m,-) in the Riemannian case is studied. An 
example of pseudo-Riemannian naturally reductive space G/ц 
for which the simplicity of ft implies the holonomy ir-
reducibility of &/н is given. In §3 we compare a pseu­
do-Riemannian connection algebra (пг,Л) with the natural 
torsion free connection algebra (m.,») . For the special 
reductive homogeneous spaces (which are introduced in §2) 
the dependence between the simplicity of & and the 
structure of (m,d-) is studied. It is shown that every inva­
riant pseudo-Riemannian connection which is induced by a 
pseudo-Riemannian metrlo on the reductive isotropy irredu­
cible homogeneous space is a naturally torsion free connec­
tion. 
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